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AVERTISSEMENT 


V accroissement  rapide  des  découvertes  scientifiques 
engendre  fatalement  V oubli  des  découvertes  passées  et 
de  leurs  auteurs  — oubli  encore  favorisé  par  le  fait 
regrettable  que  la  plupart  des  mémoires  et  des  ouvra- 
ges, où  ces  découvertes  se  trouvent  exposées,  sont  corn- 
plètement  épuisés  et  introuvables. 

La  collection  des  Maîtres  de  la  Pensée  scientifique 
comprend  les  mémoires  et  les  ouvrages  les  plus  impor- 
tants de  tous  les  temps  et  de  tous  les  pays.  Elle  est 
destinée  à  rendre  accessibles  aux  savants  et  au  public 
cultivé  les  travaux  originaux,  qui  marquent  les  étapes 
successives  dans  la  construction  lente  et  laborieuse  de 
Védifce  scientifique.  Tous  les  domaines  de  la  Science 
y  sontreprésenlés  :  les  mathématiques  ^V  astronomie,  la 
physique,  la  chimie,  la  géologie,  les  sciences  naturelles 
et  biologiques,  la  méthodologie  et  la  philosophie  des 
sciences.  Etant  la  plus  complète,  elle  fournira  les  docu- 
ments indispensables  aux  historiens  de  la  science  et 
de  la  civilisation,  qui  voudront  étudier  V évolution  de 
V esprit  humain  sous  sa  forme  la  plus  élevée.  Elle  per- 
mettra aux  savants  de  connaître  plus  intimement  les 
découvertes  de  leurs  devanciers  et  dy  trouver  nombre 
d'idées  originales.  Les  philosophes  y  trouveront  une 
mine   inépuisable  pour    V élude    épislémologique    des 
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théories^  des  hypothèses  et  des  concepts,  an  moyen  des- 
quels se  construit  la  connaissance  de  l'univers.  Elle 
offre  enfin  a  la  jeunesse  studieuse  un  moyen  facile  et 
peu  coûteux  de  prendre  contact  à  leur  source  même 
avec  les  méthodes  expérimentales  et  les  procédés  ingé- 
nieux que  les  grands  chercheurs  ont  dû  inventer  pour 
résoudre  les  difficultés  —  méthodes  concrètes,  infini- 
ment plus  suggestives  et  plus  fécondes  que  ne  le  sont 
les  règles  schématiques  des  Manuels. 

On  trouve  encore  dans  les  mémoires  classiques,  où  la 
profondeur  de  la  pensée  et  la  justesse  du  raisonne- 
ment se  manifestent  sous  une  forme  remarquablement 
lucide  et  élégante,  le  secret  d'exposer  les  découvertes 
et  les  conceptions  scientifiques  d'une  façon  claire  et 
précise,  comme  Vont  demandé  h  plusieurs  reprises  les 
savants  les  plus  illustres  de  notre  temps. 


• 


Les  mémoires  et  les  ouvrages  français  sont  réim- 
primés avec  grande  exactitude  d'après  les  textes  origi- 
naux les  mieux  établis,  et  ceux  des  savants  étrangers 
sont  traduits  intégralement  et  avec  une  rigoureuse 
fidélité, 


COLLECTION 

LES  MAITRES  DE  LA  PENSÉE  SCIENTIFIQUE  " 


HUYGENS  (Christian).  —  Traité  de  la  Lumière.  Un  vol.  de 
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Pierre-Simon  Laplace  naquit  le  23  mars  1749  à  Beaumont- 
sur-Auge  (Calvados).  Il  était  fils  d'un  pauvre  paysan  et  se  fit 
remarquer  de  très  bonne  heure  par  ses  dons  exceptionnels. 
Des  personnes  charitables  qui  s'intéressaient  à  lui  le  pla- 
cèrent dans  le  collège  de  Gaen,  où  il  acquit  les  connaissances 
indispensables  pour  suivre  les  cours  de  l'Ecole  militaire,  ins- 
tallée daus  l'ancien  prieuré  de  son  village  natal.  Après  avoir 
iini  ses  études,  il  y  devint  professeur.  Laplace  était  doué  d'une 
mémoire  prodigieuse,  il  s'intéressa  aux  sujets  les  plus  variés  et 
déploya  une  subtilité  rare  dans  les  controverses  sur  des  ques- 
tions théologiques.  Mais  ce  furent  les  mathématiques  qui  le 
passionnèrent  et  auxquelles  il  s'adonna  complètement.  Pendant 
qu'il  professait  à  Beaumont,  il  est  arrivé  à  se  rendre  fami- 
lières dans  un  court  espace  de  temps  les  connaissances  les  plus 
élevées  de  l'Analyse,  de  la  Mécanique,  de  l'Astronomie  et  de  la 
Physique. 

A  l'âge  de  vingt-deux  ans  il  se  rendit  à  Paris.  Quoique 
muni  de  recommandations  pour  d'Alembert,  il  ne  parvint  pas 
à  le  voir.  Il  s'avisa  alors  de  lui  écrire  une  lettre  dans  laquelle 
il  lui  exposa  ses  idées  sur  les  principes. généraux  de  la  méca- 
nique. Le  jour  même  il  fut  reçu  avec  une  extrême  amabilité 
par  d'Alembert  qui  lui  promit  son  concours.  Grâce  à  son  inter- 
vention, Laplace  obtintune  chaire  de  mathématiques  à  l'Ecole 
militaire  de  Paris. 

En  1772  lut  à  l'Académie  des  sciences  deux  mémoires 
remarquables  intitulés  :  Sur  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  et  sur  les  inégalités  séculaires  des 
planètes  et  Calcul  intégral  et  système  du  Monde  qui  le  ren- 
dirent célèbre.  En  1773  il  fut  nommé  membre  adjoint  de 
l'Académie  des  sciences,  en  1783  membre  titulaire  et  en  1816 
membre  de  l'Académie  française.  En  1774  il  publia  deux  mé- 
moires intitulés:  Suites  récurro-récurrentes  et  leur  usage  dans 
la,  théorie  des  hasards  et  Probabilités  des  causes  par  les  événe- 
ments. 
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Les  deux  problèmes  qu'il  aborda  dans  ces  quatre  mémoires 
au  début  de  sa  carrière  devaient  former  la  préoccupation  cons- 
tante de  toute  son  existence.  Dans  une  série  de  mémoires 
extrêmement  importants  publiés  à  de  courts  intervalles,  dont 
il  convient  de  Signaler  tout  particulièrement  ceux  où  il  dé- 
montre l'invariabilité  des  moyennes  distances  des  planètes  au 
soleil  et  la  stabilité  du  système  solaire,  il  traite  alternative- 
ment ces  deux  questions  et  prépare  ainsi  les  matériaux  qui 
devaient  servir  à  la  construction  de  ses  deux  œuvres  immor- 
telles :  le  Traité  de  mécanique  céleste,  publié  de  1 7 *J 9  à  1825  et 
la  Théorie  analytique  des  probabilités,  publiée  en  1812.  Lorsque 
Laplace  eut  achevé  le  premier,  il  s'exclama  :  Exegi  monumen- 
tum,  C'est  en  effet  une  œuvre  monumentale  et  unique  dans 
l'astronomie  moderne.  Laplace  s'efforce  d'expliquer  tous  les 
phénomènes  astronomiques  à  l'aide  du  seul  principe  de  la 
gravitation  universelle,  et  tout  le  travail  accompli  depuis  New- 
ton s'y  trouve  synthétisé  avec  une  vigueur  et  une  originalité 
saisissantes. 

Dans  la  Théorie  analytique  des  probabilités,  Laplace,  met- 
tant à  profit  les  résultats  obtenus*  dans  ce  domaine  depuis  Pascal 
et  Fermât,  traite  les  problèmes  du  hasard  par  les  méthodes  ana- 
lytiques les  plus  savantes  et  les  plus  difficiles.  C'est  là  qu'il 
expose  sa  théorie  des  fonctions  génératrices. 

Avant  de  composer  ces  deux  chefs-d'œuvre,  Laplace  avait 
publié  en  1796  l'Exposition  du  système  du  monde,  œuvre  ma- 
gistrale où  il  traite  des  sujets  de  l'Astronomie  sans  faire  usage 
de  l'appareil  mathématique,  et  où,  s'appuyant  sur  les  observa- 
tions de  William  Herschei  sur  la  condensation  des  nébuleuses, 
il  émet  l'hypothèse  de  l'origine  nébulaire  du  système  plané- 
taire —  hypothèse  regardée  de  nos  jours  encore  comme  la  plus 
plausible. 

En  1814  Laplace  a  publié  VEssai  philosophique  sur  les  proba- 
bilités, qui  est,  comme  il  le  dit  dans  l'introduction,  le  dévelop- 
pement d'une  leçon  donnée  aux  écoles  normales  en  1795 4.  C'est 
bien  dans  ce  livre  que  le  génie  de  Laplace  se  montre  dans 
toute  son  étendue  et  toute  sa  profondeur.  Adoptant  le  déter- 
minisme universel  comme  postulat  fondamental,  il  considère 
la  certitude  comme  limite  idéale  que  l'esprit  humain  s'elTorce 
d'atteindre  dans  tous  les  domaines  de  son  activité.  Toutes  les 
sciences  sont  ainsi  affectées  d'un  coefficient  de  probabilité  plus 

1.  Le  texte  que  nous  reproduisons  est  celui  de  la  cinquième  édition, 
publiée  en  1825.  C'est  la  dernière  faite  du  vivant  de  Laplace  et  la  plus 
complète. 
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ou  moins  grand,  selon  leur  degré  de  perfection.  Négligeant  ici 
encore  l'instrument  analytique,  Laplace,  dans  un  style  simpleet 
lumineux,  traite  le  problème  sous  ses  multiples  aspects  et 
marque  l'étendue  de  son  application.  Ses  considérations  phi- 
losophiques, ses  profondes  analyses  psychologiques  et  ses 
pénétrantes  réflexions  sur  les  affaires  humaines  assignent  à  ce 
livre  une  place  élevée  parmi  les  productions  de  la  philosophie 
des  sciences.  Les  tendances  philosophiques  du  xvme  siècle  y 
trouvent  leur  expression  la  plus  haute  et  la  plus  caractéristique. 

Outre  ses  travaux  astronomiques  et  mathématiques,  Laplace 
a  encore  publié  une  série  de  recherches  physiques  très  impor- 
tantes. En  collaboration  avecLavoisier  il  a  publié  deux  Mémoires 
sur  la  chaleur  (en  1780  et  1793)  et  un  Mémoire  sur  Vélectricité 
qu'absorbent  les  corps  qui  se  réduisent  en  vapeur  (1781). 

Laplace  était  animé  d'un  zèle  ardent  pour  la  recherche  de  la 
vérité  et  avait  une  capacité  de  travail  extraordinaire.  Ses  pensées 
ont  toujours  un  cachet  de  grandeur  et  d'élévation.  Bienveillant 
et  modeste,  il  accordait  généreusement  sa  protection  à  ceux  qui 
la  méritaient.  Il  s'éteignit  à  Paris,  après  une  courte  maladie, 
le  5  mars  1827.  Ses  dernières  paroles  furent:  Ce  que  nous  con- 
naissons est  peu  de  chose,  ce  que  nous  ignorons  est  immense. 


M.  S. 
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Cet  Essai  philosophique  est  le  développement  d'une 
leçon  sur  les  probabilités,  que  je  donnai  en  1795  aux 
écoles  normales,  où  je  fus  appelé  comme  professeur  de 
Mathématiques  avec  Lagrange  par  un  décret  de  la  Con- 
vention nationale.  J'ai  publié  depuis  peu  sur  le  même 
sujet  un  ouvrage  ayant  pour  titre  :  Théorie  analytique 
des  Probabilités.  Je  présente  ici,  sans  le  secours  de 
l'Analyse,  les  principes  et  les  résultats  généraux  de  cette 
théorie,  en  les  appliquant  aux  questions  les  plus  impor- 
tantes de  la  vie,  qui  ne  sont  en  effet,  pour  la  plupart,  que 
des  problèmes  de  probabilité.  [On  peut  même  dire,  à 
parler  en  rigueur,  que  presque  toutes  nos  connaissances 
ne  sont  que  probables;  et  dans  le  petit  nombre  des 
choses  que  nous  pouvons  savoir  avec  certitude,  dans  les 
sciences  mathématiques  elles-mêmes,  les  principaux 
moyens  de  parvenir  à  la  vérité,  l'induction  et  l'analogie, 
se  fondent  sur  les  probabilités;  en  sorte  que  le  système 
entier  des  connaissances  humaines  se  rattache  à  la  théo- 
rie exposée  dans  cet  essai.  On  y  verra  sans  doute  avec 
intérêt  qu'en  ne  considérant  même,  dans  les  prin- 
cipes éternels  de  la  raison,  de  la  justice  et  de  l'huma- 
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nité,  que  les  chances  heureuses  qui  leur  sont  constam- 
ment attachées,  il  y  a  un  grand  avantage  à  suivre  ces 
principes,  et  de  graves  inconvénients  à  s'en  écarter  : 
leurs  chances,  comme  celles  qui  sont  favorables  aux 
loteries,  finissant  toujours  par  prévaloir  au  milieu  des 
oscillations  du  hasard.!  Je  désire  que  les  réflexions 
répandues  dans  cet  essai  puissent  mériter  l'attention 
des  philosophes,  et  la  diriger  vers  un  objet  si  digne  de 
les  occuper. 


De  la  Probabilité. 

Tous  les  événements,  ceux  mêmes  qui  par  leur 
petitesse  semblent  ne  pas  tenir  aux  grandes  lois  de  la 
nature,  en  sont  une  suite  aussi  nécessaire  que  les  révo- 
lutions du  soleil.  Dans  l'ignorance  des  liens  qui  les 
unissent  au  système  entier  de  l'univers,  on  les  a  fait 
dépendre  des  causes^  finales,  ou  du  hasard,  suivant 
qu'ils  arrivaient  et  se  succédaient  avec  régularité,  ou 
sans  ordre  apparent;  mais  ces  causes  imaginaires  ont 
été  successivement  reculées  avec  les  bornes  de  nos 
connaissances,  et  disparaissent  entièrement  devant  la 
saine  philosophie,  qui  ne  voit  en  elles  que  l'expression 
de   l'ignorance  où  nous  sommes  des   véritables  causes.) 

Les  événements  actuels  ont  avec  les  précédents  une 
liaison  fondée  sur  le  principe  évident,  qu'une  chose  ne 
peut  pas  commencer  d'être,  sans  une  cause  qui  la 
produise.  Cet  axiome,  connu  sous  le  nom  de  principe 
de  la  raison  suffisante,  s'étend  aux  actions  mêmes  que 
l'on  juge  indifférentes.  La  volonté  la  plus  libre  ne  peut 
sans   un  motif  déterminant  leur  donner  naissance  ;  car 
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si,  toutes  les  circonstances  de  deux  positions  étant 
exactement  semblables,  elle  agissait  dans  Tune  et  s'abs- 
tenait d'agir  dans  l'autre,  son  choix  serait  en  effet 
sans  cause  :  elle  serait  alors,  dit  Leibniz,  le  hasard 
aveugle  des  épicuriens.  L'opinion  contraire  est  une 
illusion  de  l'esprit  qui,  perdant  de  vue  les  raisons 
fugitives  du  choix  de  la  volonté  dans  les  choses  indiffé- 
rentes, se  persuade  qu'elle  s'est  déterminée  d'elle-même 
et  sans  motifs. 

f  Nous  devons  donc  envisager  l'état  présent  de  l'uni- 
vers comme  l'effet  de  son  état  antérieur,  et  comme  la 
cause  de  celui  qui  va  suivre.  Une  intelligence  qui  pour 
un  instant  donné  connaîtrait  toutes  les  forces  dont  la 
nature  est  animée  et  la  situation  respective  des  êtres 
qui  la  composent,  si  d'ailleurs  elle  était  assez  vaste  pour 
soumettre  ces  données  à  l'analyse,  embrasserait  dans  la 
mêmejbrmule  les  mouvements  des  plus  grands  corps  de 
l'univers  et  ceux  du  plus  léger  atome  :  rien  ne  serait 
incertain  pour  elle,  et  l'avenir  comme  le  passé  serait 
présent  à  ses  yeux/) L'esprit  humain  offre,  dans  la  per- 
fection qu'il  a  su  donner  à  l'Astronomie,  une  faible 
esquisse  de  cette  intelligence.  Ses  découvertes  en  Méca- 
nique et  en  Géométrie,  jointes  à  celle  de  la  pesanteur 
universelle,  l'ont  mis  à  portée  de  comprendre  dans  les 
mêmes  expressions  analytiques  les  états  passés  et  futurs 
du  système  du  monde.  En  appliquant  la  même  méthode  à 
quelques  autres  objets  de  ses  connaissances,  il  est  par- 
venu à  ramener  à  des  lois  générales  les  phénomènes 
observés,  et  à  prévoir  ceux  que  des  circonstances  données 
doivent  faire  éclore.  Tous  ces  efforts  dans  la  recherche 
de  la  vérité  tendent  à  le  rapprocher  sans  cesse  de  l'in- 
telligence  que  nous  venons  de   concevoir,  mais   dont 
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il  restera  toujours  infiniment  éloigné.  Cette  tendance 
propre  à  l'espèce  humaine  est  ce  qui  la  rend  supé- 
rieure aux  animaux,  et  ses  progrès  en  ce  genre  dis- 
tinguent les  nations  et  les  siècles  et  font  leur  véritable 
gloire. 

Rappelons-nous  qu'autrefois,  et  à  une  époque  qui 
n'est  pas  encore  bien  reculée,  une  pluie  ou  une  séche- 
resse  extrême,    une    comète    traînant   après   elle   une 
queue  fort  étendue,  les  éclipses,  les  aurores  boréales, 
et  généralement  tous  les  phénomènes  extraordinaires, 
étaient  regardés  comme  autant  de  signes  de  la  colère 
céleste.    On    invoquait   le   ciel    pour    détourner    leur 
funeste  influence.  On  ne  le  priait  point  de  suspendre  le 
cours  des  planètes  et  du  soleil  :  l'observation  eût  bien- 
tôt fait  sentir  l'inutilité  de  ces  prières.   Mais  comme 
ces  phénomènes,    arrivant  et  disparaissant  à  de  longs 
intervalles,  semblaient  contrarier  Tordre  de  la   nature, 
on  supposait  que  le  ciel,   irrité  par  les  crimes    de  la 
terre,  les  faisait  naître  pour  annoncer  ses  vengeances. 
Ainsi  la  longue  queue  de  la  comète  de  1456  répandit 
la  terreur  dans  l'Europe,  déjà  consternée  par  les   suc- 
cès rapides   des   Turcs  qui  venaient  de   renverser   le 
Bas-Empire.    Cet  astre,  après    quatre  de   ses  révolu- 
tions, a  excité  parmi  nous  un  intérêt  bien  différent. 
La  connaissance  des  lois  du  système  du   monde,  ac- 
quise  dans  cet    intervalle,   avait  dissipé   les   craintes 
enfantées  par  1  ignorance  des  vrais  rapports  de  l'homme 
avec  l'univers;  et  Halley,  ayant  reconnu  l'identité  de 
cette    comète  avec  celles  des    années    1531,    1607   et 
1682,  annonça  son  retour  prochain  pour  la  fin  de  1758 
ou    le    commencement   de    1759.    Le    monde    savant 
attendit  avec   impatience   ce   retour   qui    devait    con- 
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firmer  Tune  des  plus  grandes  découvertes  que  l'on 
eût  faites  dans  les  sciences,  et  accomplir  la  pré- 
diction de  Sénèque,  lorsqu'il  a  dit,  en  parlant  de 
la  révolution  de  ces  astres  qui  descendent  d'une 
énorme  distance  :  «  Le  jour  viendra  que,  par  une 
étude  suivie  de  plusieurs  siècles,  les  choses  actuelle- 
ment cachées  paraîtront  avec  évidence,  et  la  posté- 
rité s'étonnera  que  des  vérités  si  claires  nous  aient 
échappé  ».  Glairaut  entreprit  alors  de  soumettre  à 
l'analyse  les  perturbations  que  la  comète  avait  éprou- 
vées par  l'action  des  deux  plus  grosses  planètes, 
Jupiter  et  Saturne  :  après  d'immenses  calculs,  il  fixa 
son  prochain  passage  au  périhélie  vers  le  commence- 
ment d'avril  1759,  ce  que  l'observation  ne  tarda  pas 
à  vérifier.  La  régularité  que  l'Astronomie  nous  montre 
dans  le  mouvement  des  comètes  a  lieu,  sans  aucun 
doute,  dans  tous  les  phénomènes.  La  courbe  décrite 
par  une  simple  molécule  d'air  ou  de  vapeurs  est 
réglée  d'une  manière  aussi  certaine  que  les  orbites 
planétaires  :  il  n'y  a  de  différence  entre  elles  que 
celle  qu'y  met  notre  ignorance. 

La  probabilité  est  relative  en  partie  à  cette  igno- 
rance, en  partie  à  nos  connaissances.  Nous  savons 
que  sur  trois  ou  un  plus  grand  nombre  d'événements, 
un  seul  doit  arriver,  mais  rien  ne  porte  à  croire  que 
l'un  d'eux  arrivera  plutôt  que  les  autres.  Dans  cet 
état  d'indécision,  il  nous  est  impossible  de  prononcer 
avec  certitude  sur  leur  arrivée.  Il  est  cependant  pro- 
bable qu'un  de  ces  événements  pris  à  volonté  n'arri- 
vera pas,  parce  que  nous  voyons  plusieurs  cas  égale- 
ment possibles  qui  excluent  son  existence,  tandis  qu'un 
seul  la  favorise. 
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La  théorie  des  hasards  consiste  à  réduire  tous  les 
événements  du  même  genre  à  un  certain  nombre  de  cas 
également  possibles,  c'est-à-dire  tels  que  nous  soyons 
également  indécis  sur  leur  existence,  et  à  déterminer 
le  nombre  de  cas  favorables  à  l'événement  dont  on 
cherche  la  probabilité.  Le  rapport  de  ce  nombre  à 
celui  de  tous  les  cas  possibles  est  la  mesure  de  cette 
probabilité  qui  n'est  ainsi  qu'une  fraction,  dont  le 
numérateur  est  le  nombre  des  cas  favorables  et  dont 
le  dénominateur  est  le  nombre  de  tous  les  cas  pos- 
sibles. 

La  notion  précédente  de  la  probabilité  suppose  qu'en 
faisant  croître  dans  le  même  rapport  le  nombre  des 
cas  favorables  et  celui  de  tous  les  cas  possibles,  la 
probabilité  reste  la  même.  Pour  s'en  convaincre,  que 
l'on  considère  deux  urnes  A  et  B,  dont  la  première 
contienne  quatre  boules  blanches  et  deux  noires,  et 
dont  la  seconde  ne  renferme  que  deux  boules  blan- 
ches et  une  noire.  On  peut  imaginer  les  deux  boules 
noires  de  la  première  urne  attachées  à  un  fil  qui 
se  rompt  au  moment  où  l'on  saisit  l'une  d'elles  pour 
l'extraire,  et  les  quatre  boules  blanches  formant  deux 
systèmes  semblables.  Toutes  les  chances  qui  feront 
saisir  l'une  des  boules  du  système  noir  amèneront 
une  boule  noire.  Si  Ton  conçoit  maintenant  que  les 
fils  qui  unissent  les  boules  ne  se  rompent  point,  il  est 
clair  que  le  nombre  des  chances  possibles  ne  changera 
pas,  non  plus  que  celui  des  chances  favorables  à 
l'extraction  des  boules  noires;  seulement,  on  tirera 
de  l'urne  deux  boules  à  la  fois;  la  probabilité  d'ex- 
traire une  boule  noire  de  l'urne  sera  donc  la  même 
qu'auparavant.   Mais  alors,   on  a  évidemment   le    cas 
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de  l'urne  B,  avec  la  seule  différence  que  les  trois 
boules  de  cette  dernière  urne  soient  remplacées  par 
trois  systèmes  de  deux  boules  invariablement  unies. 

Quand  tous  les  cas  sont  favorables  à  un  événement, 
sa  probabilité  se  change  en  certitude  et  son  expression 
devient  égale  à  l'unité.  Sous  ce  rapport,  la  certitude  et 
la  probabilité  sont  comparables,  quoiqu'il  y  ait  une  dif- 
férence essentielle  entre  les  deux  états  de  l'esprit,  lors- 
qu'une vérité  lui  est  rigoureusement  démontrée,  ou 
lorsqu'il  aperçoit  encore  une  petite  source  d'erreur. 

Dans  les  choses  qui  ne  sont  que  vraisemblables,  la 
différence  des  données  que  chaque  homme  a  sur  elles 
est  une  des  causes  principales  de  la  diversité  des  opi- 
nions que  l'on  voit  régner  sur  les  mêmes  objets.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  l'on  ait  trois  urnes  A,  B,  G, 
dont  une  ne  contienne  que  des  boules  noires,  tandis 
que  les  deux  autres  ne  renferment  que  des  boules 
blanches  :  on  doit  tirer  une  boule  de  l'urne  G,  et  l'on 
demande  la  probabilité  que  cette  boule  sera  noire.  Si 
Ton  ignore  quelle  est  celle  des  trois  urnes,  qui  ne  ren- 
ferme que  des  boules  noires,  en  sorte  que  Ton  n'ait 
aucune  raison  de  croire  qu'elle  est  plutôt  G  que  B 
ou  A,  ces  trois  hypothèses  paraîtront  également  pos- 
sibles ;  et,  comme  une  boule  noire  ne  peut  être  extraite 
que  dans  la  première  hypothèse,  la  probabilité  de  l'ex- 
traire est  égale  à  un  tiers.  Si  l'on  sait  que  l'urne  A  ne 
contient  que  des  boules  blanches,  l'indécision  ne  porte 
plus  alors  que  sur  les  urnes  B  et  G,  et  la  probabilité 
que  la  boule  extraite  de  l'urne  C  sera  noire  est  uii 
demi.  Enfin,  cette  probabilité  se  change  en  certitude,  si 
l'on  est  assuré  que  les  urnes  A  et  B  ne  contiennent  que 
des  boules  blanches. 
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C'est  ainsi  que  le  même  fait,  récité  devant  une  nom- 
breuse assemblée,  obtient  divers  degrés  de  croyance, 
suivant  Tétcndue  des  connaissances  des  auditeurs.  Si 
l'homme  qui  le  rapporte  en  est  intimement  persuadé, 
et  si,  par  son  état  et  par  son  caractère,  il  inspire  une 
grande  confiance,  son  récit,  quelque  extraordinaire 
qu'il  soit,  aura,  pour  les  auditeurs  dépourvu-  de  lu- 
mières, le  môme  degré  de  vraisemblance  qu'un  fait 
ordinaire  rapporté  par  le  môme  homme,  et  ils  lui  ajou- 
teront une  foi  entière.  Cependant,  si  quelqu'un  d'eux 
sait  que  le  même  fait  est  rejeté  par  d'autres  hommes 
également  respectables,  il  sera  dans  le  doute;  et  le  fait 
sera  jugé  faux  par  les  auditeurs  éclairés  qui  le  trou- 
veront contraire,  soit  à  des  faits  bien  avérés,  soit 
aux  lois  immuables  de  la  nature. 

C'est  à  l'influence  de  l'opinion  de  ceux  que  la  multi- 
tude juge  les  plus  instruits,  et  à  qui  elle  a  coutume  de 
donner  sa  confiance  sur  les  plus  importants  objets  de 
la  vie,  qu'est  due.  la  propagation  de  ces  erreurs  qui, 
dans  les  temps  d'ignorance,  ont  couvert  la  face  du 
monde.  La  Magie  et  l'Astrologie  nous  en  offrent  deux 
grands  exemples.  Ces  erreurs  inculquées  dès  l'enfance, 
adoptées  sans  examen,  et  n'ayant  pour  base  que  la 
croyance  universelle,  se  sont  maintenues  pendant  très 
longtemps;  jusqu'à  ce  qu'enfin  le  progrès  des  sciences 
les  ait  détruites  dans  l'esprit  des  hommes  éclairés  dont 
ensuite  l'opinion  les  a  fait  disparaître  chez  le  peuple 
même,  par  le  pouvoir  de  l'imitation  et  de  l'habitude, 
qui  les  avait  si  généralement  répandues.  Ce  pouvoir,  le 
plus  puissant  ressort  du  monde  moral,  établit  et  con- 
serve dans  toute  une  nation  des  idées  entièrement 
contraires  à  celles  qu'il  maintient  ailleurs  avec  le  même 
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empire.  Quelle  indulgence  ne  devons-nous  donc  pas 
avoir  pour  les  opinions  différentes  des  nôtres,  puisque 
cette  différence  ne  dépend  souvent  que  des  points  de 
vue  divers  où  les  circonstances  nous  ont  placés  !  Eclai- 
rons ceux  que  nous  ne  jugeons  pas  suffisamment  ins- 
truits, mais  auparavant  examinons  sévèrement  nos 
propres  opinions,  et  pesons  avec  impartialité  leurs  pro- 
babilités respectives. 

La  différence  des  opinions  dépend  encore  de  la 
manière  dont  on  détermine  l'influence  des  données  qui 
sont  connues.  La  théorie  des  probabilités  tient  à  des 
considérations  si  délicates,  qu'il  n'est  pas  surprenant 
qu'avec  les  mêmes  données  deux  personnes  trouvent 
des  résultats  différents,  surtout  dans  les  questions  très 
compliquées.  Exposons  ici  les  principes  généraux  de 
cette  Théorie. 


Principes  généraux  du  Calcul  des  Probabilités. 

Premier  Principe. 

Le  premier  de  ces  principes  est  la  définition  même  de 
la  probabilité  qui,  comme  on  Ta  vu,  est  le  rapport  du 
nombre  des  cas  favorables  à  celui  de  tous  les  cas  pos- 
sibles. 

Deuxième  Principe. 

Mais  cela  suppose  les  divers  cas  également  possibles. 
S'ils  ne  le  sont  pas,  on  déterminera  d'abord  leurs  pos- 
sibilités respectives  dont  la  juste  appréciation  est  un  des 
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points  les  plus  délicats  de  la  théorie  des  hasards.  Alors 
la  probabilité  sera  la  somme  des  possibilités  de  chaque 
cas  favorable.  Eclaircissons  ce  principe  par  un  exemple. 

Supposons  que  Ton  projette  en  l'air  une  pièce  large 
et  très  mince  dont  les  deux  grandes  faces  opposées, 
que  nous  nommerons  croix  et  pile,  soient  parfaitement 
semblables.  Cherchons  la  probabilité  d'amener  croix, 
une  fois  au  moins  en  deux  coups.  Il  est  clair  qu'il  peut 
arriver  quatre  cas  également  possibles,  savoir,  croix  au 
premier  et  au  second  coup  ;  croix  au  premier  coup  et 
pile  au  second  ;  pile  au  premier  coup  et  croix  au 
second;  enfin  pile  aux  deux  coups.  Les  trois  premiers 
cas  sont  favorables  à  l'événement  dont  on  cherche  la 
probabilité  qui,  par  conséquent,  est  égale  à  -|;  en  sorte 
qu'il  y  a  trois  contre  un  à  parier  que  croix  arrivera  au 
moins  une  fois  en  deux  coups. 

On  peut  ne  compter  à  ce  jeu  que  trois  cas  différents, 
savoir  :  croix  au  premier  coup,  ce  qui  dispense  d'en 
jouer  un  second;  pile  au  premier  coup  et  croix  au 
second  ;  enfin  pile  au  premier  et  au  second  coup.  Cela 
réduirait  la  probabilité  à  -§,  si  l'on  considérait  avec 
d'Alembert  ces  trois  cas  comme  également  possibles. 
Mais  il  est  visible  que  la  probabilité  d'amener  croix  au 
premier  coup  est  j,  tandis  que  celle  des  deux  autres 
cas  est  ^;  le  premier  cas  étant  un  événement  simple 
qui  correspond  aux  deux  événements  composés,  croix 
au  premier  et  au  second  coup,  et  croix  au  premier 
coup,  pile  au  second.  Maintenant  si,  conformément  au 
second  principe,  on  ajoute  la  possibilité  *  de  croix  au 
premier  coup  à  la  possibilité  -j  de  pile  arrivant  au  pre- 
mier coup,  et  croix  au  second,  on  aura  f  pour  la  pro- 
babilité cherchée,  ce  qui   s'accorde  avec  ce  que    Ton 
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trouve  dans  la  supposition  où  l'on  joue  les  deux  coups. 
Cette  supposition  ne  change  point  le  sort  de  celui  qui 
parie  pour  cet  événement  :  elle  sert  seulement  à 
réduire  les  divers  cas  à  des  cas  également  possibles. 

Troisième  Principe. 

Un  des  points  les  plus  importants  de  la  Théorie  des 
Probabilités,  et  celui  qui  prête  le  plus  aux  illusions,  est 
la  manière  dont  les  probabilités  augmentent  ou  dimi- 
nuent par  leurs  combinaisons  mutuelles.  Si  les  événe- 
ments sont  indépendants  les  uns  des  autres,  la  proba- 
bilité de  l'existence  de  leur  ensemble  est  le  produit  de 
leurs  probabilités  particulières.  Ainsi  la  probabilité 
d'amener  un  as  avec  un  seul  dé  étant  un  sixième,  celle 
d'amener  deux  as  en  projetant  deux  dés  à  la  fois  est  un 
trente-sixième.  En  effet,  chacune  des  faces  de  l'un 
pouvant  se  combiner  avec  les  six  faces  de  l'autre,  il  y 
a  trente-six  cas  également  possibles-,  parmi  lesquels  un 
seul  donne  les  deux  as.  Généralement,  la  probabilité 
qu'un  événement  simple  dans  les  mêmes  circonstances 
arrivera  de  suite,  un  nombre  donné  de  fois,  est  égale  à 
la  probabilité  de  cet  événement  simple,  élevée  à  une 
puissance  indiquée  parce  nombre.  Ainsi,  les  puissances 
successives  d'une  fraction  moindre  que  l'unité  dimi- 
nuant sans  cesse,  un  événement  qui  dépend  d'une  suite 
de  probabilités  fort  grandes  peut  devenir  extrêmement 
peu  vraisemblable.  Supposons  qu'un  fait  nous  soit 
transmis  par  vingt  témoins,  de  manière  que  le  pre- 
mier l'ait  transmis  au  second,  le  second  au  troisième, 
et  ainsi  de  suite.  Supposons  encore  que  la  probabilité 
de  chaque  témoignage    soit  égale  à  ^  :   celle  du  fait, 
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résultante  des  témoignages,  sera  moindre  qu'un  hui- 
tième. On  ne  peut  mieux  comparer  cette  diminution  de 
la  probabilité  qu'à  l'extinction  de  la  clarté  des  objets, 
par  l'interposition  de  plusieurs  morceaux  de  verre;  un 
nombre  de  morceaux  peu  considérable  suffisant  pour 
dérober  la  vue  d'un  objet  qu'un  seul  morceau  laisse 
apercevoir  d'une  manière  distincte.  Les  historiens  ne 
paraissent  pas  avoir  fait  assez  d'attention  à  cette  dégra- 
dation de  la  probabilité  des  faits,  lorsqu'ils  sont  vus  à 
travers  un  grand  nombre  de  générations  successives  : 
plusieurs  événements  historiques,  réputés  certains, 
seraient  au  moins  douteux,  si  on  les  soumettait  à  cette 
épreuve. 

Dans  les  sciences  purement  mathématiques,  les  con- 
séquences les  plus  éloignés  participent  de  la  certitude 
du  principe  dont  elles  dérivent.  Dans  les  applications 
de  l'Analyse  à  la  Physique,  les  conséquences  ont  toute 
la  certitude  des  faits  ou  des  expériences.  Mais  dans  les 
sciences  morales,  où  chaque  conséquence  n'est  déduite 
de  ce  qui  la  précède  que  d'une  manière  vraisemblable, 
quelque  probables  que  soient  ces  déductions,  la  chance 
de  Terreur  croît  avec  leur  nombre,  et  finit  par  surpasser 
la  chance  de  la  vérité  dans  les  conséquences  très  éloi- 
gnées du  principe. 

Quatrième  Principe. 

Quand  deux  événements  dépendent  l'un  de  l'autre, 
la  probabilité  de  l'événement  composé  est  le  produit 
de  la  probabilité  du  premier  événement,  par  la 
probabilité  que  cet  événement  étant  arrivé  l'autre 
arrivera.  Ainsi,  dans  le  cas  précédent  de  trois  urnes 
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A,  B,  C,  dont  deux  ne  contiennent  que  des  boules 
blanches  et  dont  une  ne  renferme  que  des  boules 
noires,  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  de 
l'urne  G  est  ■§,  puisque  sur  trois  urnes,  deux  ne  con- 
tiennent que  des  boules  de  cette  couleur.  Mais  lors- 
qu'on a  extrait  une  boule  blanche  de  l'urne  C, 
l'indécision  relative  à  celle  des  urnes  qui  ne  renferment 
que  des  boules  noires  ne  portant  plus  que  sur  les 
urnes  A  et  B,  la  probabilité  d'extraire  une  boule 
blanche  de  l'urne  B  est  ^,  le  produit  de  |  par  -g-,  ou 
-^  est  donc  la  probabilité  d'extraire  à  la  fois  des  urnes 
B  et  C  deux  boules  blanches.  En  effet,  il  est  néces- 
saire pour  cela  que  l'urne  A  soit  celle  des  trois  urnes, 
qui  contient  des  boules  noires,  et  la  probabilité  de  ce 
cas  est  évidemment  ~. 

On  voit,  par  cet  exemple,  l'influence  des  événements 
passés  sur  la  probabilité  des  événements  futurs.  Car  la 
probabilité  d'extraire  une  boule  blanche  de  l'urne  B, 
qui  primitivement  est  -§,  devient  J,  lorsqu'on  a  extrait 
une  boule  blanche  de  l'urne  G:  elle  se  changerait  en 
certitude,  si  Ton  avait  extrait  une  boule  noire  de  la 
même  urne.  On  déterminera  cette  influence  au  moyen 
du  principe  suivant  qui  est  un  corollaire  du  précédent. 

Cinquième  Principe. 

Si  l'on  calcule  à  priori  la  probabilité  de  l'événement 
arrivé,  et  la  probabilité  d'un  événement  composé  de 
celui-ci  et  d'un  autre  qu'on  attend,  la  seconde  proba- 
bilité divisée  par  la  première  sera  la  probabilité  de 
l'événement  attendu,  tirée  de  l'événement  observé. 

Ici  se  présente  la  question  agitée  par  quelques  philo- 
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sophes,  touchant  l'influence  du  passé  sur  la  probabilité 
de  l'avenir.  Supposons  qu'au  jeu  de  croix  ou  pile,  croix 
soit  arrivé  plus  souvent  que  pile  :  par  cela  seul,  nous 
serons  portés  à  croire  que  dans  la  constitution  de  la 
pièce,  il  existe  une  cause  constante  qui  le  favorise. 
Ainsi,  dans  la  conduite  de  la  vie,  le  bonheur  constant 
est  une  preuve  d'habileté,  qui  doit  faire  employer  de 
préférence  les  personnes  heureuses.  Mais  si,  par  l'ins- 
tabilité des  circonstances,  nous  sommes  ramenés  sans 
cesse  à  l'état  d'une  indécision  absolue;  si,  par  exemple, 
on  change  de  pièce  à  chaque  coup,  au  jeu  de  croix  ou 
pile,  le  passé  ne  peut  répandre  aucune  lumière  sur  l'a- 
venir, et  il  serait  absurde  d'en  tenir  compte. 

Sixième  Principe. 

Chacune  des  causes,  auxquelles  un  événement  observé 
peut  être  attribué,  est  indiquée  avec  d'autant  plus  de 
vraisemblance,  qu'il  est  plus  probable  que  cette  cause 
étant  supposée  exister,  l'événement  aura  lieu;  la  proba- 
bilité de  l'existence  d'une  quelconque  de  ces  causes  est 
donc  une  fraction  dont  le  numérateur  est  la  probabilité 
de  l'événement,  résultante  de  cette  cause,  et  dont  le 
dénominateur  est  la  somme  des  probabilités  semblables 
relatives  à  toutes  les  causes:  si  ces  diverses  causes  con- 
sidérées à  priori  sont  inégalement  probables,  il  faut 
au  lieu  de  la  probabilité  de  l'événement,  résultante  de 
chaque  cause,  employer  le  produit  de  cette  probabilité, 
par  la  possibilité  de  la  cause  elle-même.  C'est  le  prin- 
cipe fondamental  de  cette  branche  de  l'Analyse  des 
hasards,  qui  consiste  à  remonter  des  événements  aux 
causes. 
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Ce  principe  donne  la  raison  pour  laquelle  on  attribue 
les  événements  réguliers  aune  cause  particulière.  Quel- 
ques philosophes  ont  pensé  que  ces  événements  sont 
moins  possibles  que  les  autres,  et  qu'au  jeu  de  croix 
ou  pile,  par  exemple,  la  combinaison  dans  laquelle 
croix  arrive  vingt  fois  de  suite,  est  moins  facile  à  la 
nature  que  celles  où  croix  et  pile  sont  entremêlés 
d'une  façon  irrégulière.  Mais  cette  opinion  suppose  que 
les  événements  passés  influent  sur  la  possibilité  des 
événements  futurs,  ce  qui  n'est  point  admissible. 
Les  combinaisons  régulières  n'arrivent  plus  rarement, 
que  parce  qu'elles  sont  moins  nombreuses.  Si  nous  re- 
cherchons une  cause,  là  où  nous  apercevons  de  la  symé- 
trie, ce  n'est  pas  que  nous  regardions  un  événement 
symétrique  comme  moins  possible  que  les  autres,  mais 
cet  événement  devant  être  l'effet  d'une  cause  régulière, 
ou  celui  du  hasard,  la  première  de  ces  suppositions  est 
plus  probable  que  la  seconde.  Nous  voyons  sur  une 
table  des  caractères  d'imprimerie  disposés  dans  cet 
ordre,  Conslantinople,  et  nous  jugeons  que  cet  arran- 
gement n'est  pas  l'effet  du  hasard,  non  parce  qu'il  est 
moins  possible  que  les  autres,  puisque  si  ce  mot  n'était 
employé  dans  aucune  langue,  nous  ne  lui  soupçonne- 
rions point  de  cause  particulière,  mais  ce  mot  étant  en 
usage  parmi  nous,  il  est  incomparablement  plus  pro- 
bable qu'une  personne  aura  disposé  ainsi  les  caractères 
précédents,  qu'il  ne  l'est  que  cet  arrangement  est  dû  au 
hasard. 

C'est  ici  le  lieu  de  définir  le  mot  extraordinaire. 
Nous  rangeons  par  la  pensée  tous  les  événements  pos- 
sibles en  diverses  classes,  et  nous  regardons  comme 
extraordinaires ,  ceux  des  classes  qui  en  comprennent 


16  LES    MAITRES    DE    LA   PENSÉE    SCIENTIFIQUE 

un  très  petit  nombre.  Ainsi  au  jeu  de  croix  ou  pile, 
l'arrivée  de  croix  cent  fois  de  suite  nous  paraît  extra- 
ordinaire, parce  que  le  nombre  presque  infini  des  com- 
binaisons qui  peuvent  arriver  en  cent  coups  étant 
partagé  en  séries  régulières,  ou  dans  lesquelles  nous 
voyons  régner  un  ordre  facile  à  saisir,  et  en  séries 
irrégulières,  celles-ci  sont  incomparablement  plus  nom- 
breuses. La  sortie  d'une  boule  blanche  d'une  urne  qui, 
sur  un  million  de  boules,  n'en  contient  qu'une  seule* 
de  cette  couleur,  les  autres  étant  noires,  nous  paraît 
encore  extraordinaire,  parce  que  nous  ne  formons  que 
deux  classes  d'événements  relatives  aux  deux  couleurs. 
Mais  la  sortie  du  n°  475813,  par  exemple,  d'une  urne 
qui  renferme  un  million  de  numéros,  nous  semble  un 
événement  ordinaire,  parce  que  comparant  individuel- 
lement les  numéros  les  uns  aux  autres,  sans  les  parta- 
ger en  classes,  nous  n'avons  aucune  raison  de  croire 
que  l'un  d'eux  sortira  plutôt  que  les  autres. 

De  ce  qui  précède  nous  devons  généralement  con- 
clure que  plus  un  fait  est  extraordinaire,  plus  il  a  be- 
soin d'être  appuyé  de  fortes  preuves.  Car  ceux  qui  l'at- 
testent, pouvant  ou  tromper  ou  avoir  été  trompés,  ces 
deux  causes  sont  d'autant  plus  probables  que  la  réalité 
du  fait  Test  moins  en  elle-même.  C'est  ce  que  l'on 
verra  particulièrement,  lorsque  nous  parlerons  de  la 
probabilité  des  témoignages. 

Septième  Principe. 

La  probabilité  d'un  événement  futur  est  la  somme 
des  produits  de  la  probabilité  de  chaque  cause,  tirée 
de   l'événement  observé,  par  la  probabilité  que,  cette 
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cause  existant,  l'événement  futur  aura  lieu.  L'exemple 
suivant  éclaircira  ce  principe. 

Imaginons  une  urne  qui  ne  renferme  que  deux 
boules  dont  chacune  soit  ou  blanche,  ou  noire.  On 
extrait  une  de  ces  boules,  que  l'on  remet  ensuite  dans 
l'urne,  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage.  Supposons 
que  dans  les  deux  premiers  tirages  on  ait  amené  des 
boules  blanches;  on  demande  la  probabilité  d'amener 
encore  une  boule  blanche  au  troisième  tirage. 

On  ne  peut  faire  ici  que  ces  deux  hypothèses  :  ou 
l'une  des  boules  est  blanche,  et  l'autre  noire,  ou  toutes 
deux  sont  blanches.  Dans  la  première  hypothèse,  la  pro- 
babilité de  l'événement  observé  est  ~  ;  elle  est  l'unité 
ou  la  certitude  dans  la  seconde.  Ainsi,  en  regardant 
ces  hypothèses  comme  autant  de  causes,  on  aura,  par 
le  sixième  principe,  ~  et  i  pour  leurs  probabilités  res- 
pectives. Or,  si  la  première  hypothèse  a  lieu,  la  proba- 
bilité d'extraire  une  boule  blanche  au  troisième  tirage 
est  !  :  elle  égale  l'unité  dans  la  seconde  hypothèse;  en 
multipliant  donc  ces  dernières  probabilités,  par  celles 
des  hypothèses  correspondantes,  la  somme  des  pro- 
duits, ou  -,  sera  la  probabilité  d'extraire  une  boule 
blanche  au  troisième  tirage. 

Quand  la  probabilité  d'un  événement  simple  est  in- 
connue, on  peut  lui  supposer  également  toutes  les  va- 
leurs depuis  zéro  jusqu'à  l'unité.  La  probabilité  de  cha- 
cune de  ces  hypothèses,  tirée  de  l'événement  observé, 
est  par  le  sixième  principe  une  fraction  dont  le  numé- 
rateur est  la  probabilité  de  l'événement  dans  cette  hy- 
pothèse, et  dont  le  dénominateur  est  la  somme  des  pro- 
babilités semblables  relatives  à  toutes  les  hypothèses. 
Ainsi,  la  probabilité  que  la  possibilité  de  l'événement  est 

i.  —  2 
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comprise  dans  des  limites  données,  est  la  somme  des 
fractions  comprises  dans  ces  limites.  Maintenant,  si 
Ton  multiplie  chaque  fraction  par  la  probabilité  de 
l'événement  futur,  déterminée  dans  Y  hypothèse  corres- 
pondante, la  somme  des  produits  relatifs  à  toutes  les 
hypothèses  sera  par  le  septième  principe  la  probabilité 
de  l'événement  futur,  tirée  de  l'événement  observé.  On 
trouve  ainsi  qu'un  événement  étant  arrivé  de  suite, 
un  nombre  quelconque  de  fois,  la  probabilité  qu'il 
arrivera  encore  la  fois  suivante  est  égale  à  ce  nombre 
augmenté  de  l'unité,  divisé  par  le  même  nombre  aug- 
menté de  deux  unités.  En  faisant,  par  exemple,  remon- 
ter la  plus  ancienne  époque  de  l'histoire  à  cinq  mille 
ans,  ou  à  1.826.213  jours,  et  le  soleil  s'étant  levé  cons- 
tamment dans  cet  intervalle,  à  chaque  révolution  de 
vingt-quatre  heures,  il  y  a  1.826.214  à  parier  contre 
un  qu'il  se  lèvera  encore  demain.  Mais  ce  nombre 
est  incomparablement  plus  fort  pour  celui  qui,  con- 
naissant par  l'ensemble  des  phénomènes  le  principe 
régulateur  des  jours  et  des  saisons,  voit  que  rien 
dans  le  moment  actuel  ne  peut  en  arrêter  le  cours. 

Buffon,  dans  son  Arithmétique  politique,  calcule 
différemment  la  probabilité  précédente.  11  suppose 
qu'elle  ne  diffère  de  l'unité  que  d'une  fraction  dont  le 
numérateur  est  l'unité,  et  dont  le  dénominateur  est  le 
nombre  deux  élevé  à  une  puissance  égale  au  nombre 
des  jours  écoulés  depuis  l'époque.  Mais  la  vraie  ma- 
nière de  remonter  des  événements  passés  à  la  probabi- 
lité des  causes  et  des  événements  futurs,  était  inconnue 
à  cet  illustre  écrivain. 
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De  l'Espérance. 

La  probabilité  des  événements  sert  à  déterminer  l'es- 
pérance ou  la  crainte  des  personnes  intéressées  à  leur 
existence.  Le  mot  espérance  a  diverses  acceptions  :  il 
exprime  généralement  l'avantage  de  celui  qui  attend 
un  bien  quelconque  dans  des  suppositions  qui  ne  sont 
que  probables.  Cet  avantage,  dans  la  théorie  des 
hasards,  est  le  produit  de  la  somme  espérée  par  la 
probabilité  de  .l'obtenir  :  c'est  la  somme  partielle  qui 
doit  revenir  lorsqu'on  ne  veut  pas  courir  les  risques 
de  l'événement,  en  supposant  que  la  répartition  se 
fasse  proportionnellement  aux  probabilités.  Cette  ré- 
partition est  la  seule  équitable,  lorsqu'on  fait  abstrac- 
tion de  toutes  circonstances  étrangères,  parce  qu'un 
égal  degré  de  probabilité  donne  un  droit  égal  sur  la 
somme  espérée.  Nous  nommerons  cet  avantage,  espé- 
rance mathématique. 

Huitième  Principe. 

Lorsque  l'avantage  dépend  de  plusieurs  événements, 
on  l'obtient,  en  prenant  la  somme  des  produits  de  la 
probabilité  de  chaque  événement  par  le  bien  attaché  à 
son  arrivée. 

Appliquons  ce  principe  à  des  exemples.  Supposons 
qu'au  jeu  de  croix  ou  pile,  Paul  reçoive  deux  francs, 
s'il  amène  croix  au  premier  coup,  et  cinq  francs,  s'il 
ne  l'amène  qu'au  second.  En  multipliant  deux  francs, 
par  la  probabilité  \  du  premier  cas,  et  cinq  francs,  par 
la  probabilité  -J-  du  second  cas,  la  somme  des  produits, 
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ou  deux  francs  et  un  quart,  sera  l'avantage  de  Paul. 
C'est  la  somme  qu'il  doit  donner  d'avance  à  celui  qui 
lui  a  fait  cet  avantage,  car  pour  l'égalité  du  jeu,  la 
mise  doit  être  égale  à  l'avantage  qu'il  procure. 

Si  Paul  reçoit  deux  francs  en  amenant  croix  au 
premier  coup  et  cinq  francs  en  l'amenant  au  second 
coup,  dans  le  cas  môme  où  il  l'aurait  amené  au  premier, 
alors  la  probabilité  d'amener  croix  au  second  coup 
étant  ~,  en  multipliant  deux  francs  et  cinq  francs 
par  4,  la  somme  de  ces  produits  donnera  trois  francs 
et  demi  pour  l'avantage  de  .  Paul,  et  par  conséquent 
pour   sa  mise  au  jeu. 

Neuvième  Principe. 

Dans  une  série  d'événements  probables,  dont  les  uns 
produisent  un  bien  et  les  autres  une  perte,  on  aura 
l'avantage  qui  en  résulte,  en  faisant  une  somme  des 
produits  de  la  probabilité  de  chaque  événement  favora- 
ble, par  le  bien  qu'il  procure,  et  en  retranchant  de 
cette  somme  celle  des  produits  de  la  probabilité  de 
chaque  événement  défavorable,  par  la  perte  qui  y  est 
attachée.  Si  la  seconde  somme  l'emporte  sur  la  pre- 
mière, le  bénéfice  devient  perte  et  l'espérance  se  change 
en  crainte. 

On  doit  toujours,  dans  la  conduite  de  la  vie,  faire  en 
sorte  d'égaler  au  moins  le  produit  du  bien  que  Ton  es- 
père par  sa  probabilité,  au  produit  semblable  relatif  à 
la  perte.  Mais  il  est  nécessaire  pour  y  parvenir  d'ap- 
précier exactement  les  avantages,  les  pertes  et  leurs 
probabilités  respectives.  Il  faut  pour  cela  une  grande 
justesse  d'esprit,  un  tact  délicat  et  une  grande  expé- 
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rience  des  choses  :  il  faut  savoir  se  garantir  des  préju- 
gés, des  illusions  de  la  crainte  et  de  l'espérance,  et  de 
ces  fausses  idées  de  fortune  et  de  bonheur  dont  la 
plupart  des   hommes  bercent  leur  amour-propre. 

L'application  des  principes  précédents  à  la  question 
suivante  a  beaucoup  exercé  les  géomètres.  Paul  joue  à 
croix  ou  pile,  avec  la  condition  de  recevoir  deux  francs, 
s'il  amène  croix  au  premier  coup  ;  quatre  francs,  s'il 
ne  l'amème  qu'au  second;  huit  francs,  s'il  ne  l'amène 
qu'au  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Sa  mise  au  jeu  doit 
être  par  le  huitième  principe  égale  au  nombre  des 
coups,  en  sorte  que  si  la  partie  continue  à  l'infini,  la 
mise  doit  être  infinie.  Cependant,  aucun  homme  rai- 
sonnable ne  voudrait  exposer  à  ce  jeu  une  somme 
même  modique,  cinquante  francs,  par  exemple.  D'où 
vient  cette  différence  entre  le  résultat  du  calcul,  et 
l'indication  du  sens  commun  ?  On  reconnut  bientôt 
qu'elle  tenait  à  ce  que  l'avantage  moral  qu'un  bien 
nous  procure  n'est  pas  proportionnel  à  ce  bien,  et  qu'il 
dépend  de  mille  circonstances  souvent  très  difficiles  à 
définir,  mais  dont  la  plus  générale  et  la  plus  importante 
est  celle  de  la  fortune.  En  effet,  il  est  visible  qu'un 
franc  a  beaucoup  plus  de  prix  pour  celui  qui  n'en  a 
que  cent,  que  pour  un  millionnaire.  On  doit  donc  dis- 
tinguer dans  le  bien  espéré  sa  valeur  absolue  de  sa 
valeur  relative  :  celle-ci  se  règle  sur  les  motifs  qui  le 
font  désirer,  au  lieu  que  la  première  en  est  indépen- 
dante. On  ne  peut  donner  de  principe  général,  pour 
apprécier  cette  valeur  relative.  En  voici  cependant 
un  proposé  par  Daniel  Bernoulli,  et  qui  peut  servir 
dans  beaucoup  de  cas. 
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Dixième  Principe. 

La  valeur  relative  d'une  somme  infiniment  petite  est 
égale  à  sa  valeur  absolue  divisée  par  le  bien  total  de  la 
personne  intéressée.  Cela  suppose  que  tout  homme  a 
un  bien  quelconque  dont  la  valeur  ne  peut  jamais  être 
supposée  nulle.  En  effet,  celui  même  qui  ne  possède 
rien,  donne  toujours  au  produit  de  son  travail  et  à  ses 
espérances  une  valeur  au  moins  égale  à  ce  qui  lui  est 
rigoureusement  nécessaire  pour  vivre. 

Si  Ton  applique  l'analyse  au  principe  que  nous  venons 
d'exposer,  on  obtient  la  règle  suivante. 

En  désignant  par  l'unité,  la  partie  de  la  fortune  d'un 
individu,  indépendante  de  ses  expectatives;  si  l'on 
détermine  les  diverses  valeurs  que  cette  fortune  peut 
recevoir  en  vertu  de  ces  expectatives,  et  leurs  probabi- 
lités, le  produit  de  ces  valeurs  élevées  respectivement 
aux  puissances  indiquées  par  ces  probabilités,  sera 
la  fortune  physique  qui  procurerait  à  l'individu  le 
même  avantage  moral  qu'il  reçoit  de  la  partie  de  sa 
fortune,  prise  pour  unité,  et  de  ses  expectatives  ;  en 
retranchant  donc  l'unité  de  ce  produit,  la  différence 
sera  l'accroissement  de  la  fortune  physique,  dû  aux 
expectatives  :  nous  nommerons  cet  accroissement,  espé- 
rance morale.  Il  est  facile  de  voir  qu'elle  coïncide  avec 
l'espérance  mathématique,  lorsque  la  fortune  prise  pour 
unité  devient  infinie  par  rapport  aux  variations  qu'elle 
reçoit  des  expectatives.  Mais  lorsque  ces  variations 
sont  une  partie  sensible  de  cette  unité,  les  deux  espé- 
rances peuvent  différer  très  sensiblement  entre  elles. 

Cette  règle  conduit  à  des  résjultats  conformes  aux 
indications   du  sens  commun,    que  l'on  peut  par  ce 
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moyen  apprécier  avec  quelque  exactitude.  Ainsi,  dans 
la  question  précédente  on  trouve  que  si  la  fortune  de 
Paul  est  de  deux  cents  francs,  il  ne  doit  pas  raisonna- 
blement mettre  au  jeu  plus  de  neuf  francs.  La  même 
règle  conduit  encore  à  répartir  le  danger  sur  plusieurs 
parties  d'un  bien  que  l'on  attend,  plutôt  que  d'exposer 
ce  bien  tout  entier  au  même  danger.  Il  en  résulte 
pareillement  qu'au  jeu  le  plus  égal,  la  perte  est  tou- 
jours relativement  plus  grande  que  le  gain.  En  sup- 
posant, par  exemple,  qu'un  joueur  ayant  une  fortune 
de  cent  francs,  en  expose  cinquante  au  jeu  de  croix 
ou  pile,  sa  fortune  après  sa  mise  au  jeu  sera  réduite  à 
quatre-vingt-sept  francs,  c'est-à-dire  que  cette  dernière 
somme  procurerait  au  joueur  le  même  avantage  moral, 
que  l'état  de  sa  fortune  après  sa  mise.  Le  jeu  est  donc 
désavantageux,  dans  le  cas  même  où  la  mise  est  égale 
au  produit  de  la  somme  espérée  par  sa  probabilité. 
On  peut  juger  par  là  de  l'immoralité  des  jeux  dans 
lesquels  la  somme  espérée  est  au-dessous  de  ce  produit. 
Ils  ne  subsistent  que  par  les  faux  raisonnements  et 
par  la  cupidité  qu'ils  fomentent,  et  qui,  portant  le 
peuple  à  sacrifier  son  nécessaire  à  des  espérances  chi- 
mériques, dont  il  est  hors  d'état  d'apprécier  l'invrai- 
semblance, sont  la  source  d'une  infinité  de  maux. 

Le  désavantage  des  jeux,  l'avantage  de  ne  pas  ex- 
poser au  même  danger  tout  le  bien  qu'on  attend,  et 
tous  les  résultats  semblables  indiqués  par  le  bon  sens, 
subsistent,  quelle  que  soit  la  fonction  de  la  fortune 
physique  qui,  pour  chaque  individu,  exprime  sa  fortune 
morale.  Il  suffît  que  le  rapport  de  l'accroissement  de 
cette  fonction  à  l'accroissement  de  la  fortune  physique 
diminue,  à  mesure  que  celle-ci  augmente. 
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Des  méthodes  analytiques  du  Calcul 
des  Probabilités. 

L'application  des  principes,  que  nous  venons  d'ex- 
poser, aux  diverses  questions  de  probabilité  exige  des- 
méthodes dont  la  recherche  a  donné  naissance  à  plu- 
sieurs branches  de  l'Analyse,  et  spécialement  à  la 
théorie  des  combinaisons  et  au  calcul  des  différences 
finies. 

Si  l'on  forme  le  produit  des  binômes,  l'unité  plus 
une  première  lettre,  l'unité  plus  une  seconde  lettre, 
l'unité  plus  une  troisième  lettre,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  zi  lettres,  en  retranchant  l'unité  de  ce  produit 
développé,  on  aura  la  somme  des  combinaisons  de 
toutes  ces  lettres  prises  une  à  une,  deux  à  deux,  trois 
à  trois,  etc.,  chaque  combinaison  ayant  l'unité  pour 
coefficient.  Pour  avoir  le  nombre  des  combinaisons  de 
ces  n  lettres  prises  s  à  s,  on  observera  que  si  l'on 
suppose  ces  lettres  égales  entre  elles,  le  produit  pré- 
cédent deviendra  la  puissance  n  du  binôme,  un  plus  la 
première  lettre  ;  ainsi  le  nombre  des  combinaisons  des  n 
lettres  prises  s  à  s,  sera  le  coefficient  de  la  puissance  5 
de  la  première  lettre,  dans  le  développement  de  ce  bi- 
nôme; on  aura  donc  ce  nombre  par  la  formule  connue 
du  binôme. 

On  aura  égard  à  la  situation  respective  des  lettres 
dans  chaque  combinaison,  en  observant  que  si  l'on 
joint  une  seconde  lettre  à  la  première,  on  peut  la  placer 
au  premier  et  au  second  rang,  ce  qui  donne  deux  com- 
binaisons. Si  l'on  joint  à  ces  combinaisons  une  troi- 
sième lettre,  on  peut  lui  donner  dans  chaque  combi- 
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naison  le  premier,  le  second  et  le  troisième  rang-,  ce 
qui  forme  trois  combinaisons  relatives  à  chacune  des 
deux  autres  ;  en  tout,  six  combinaisons.  De  là  il  est 
facile  de  conclure  que  le  nombre  des  arrangements  dont 
s  lettres  sont  susceptibles,  est  le  produit  des  nombres 
depuis  l'unité  jusqu'à  s;  il  faut  donc,  pour  avoir  égard 
à  la  situation  respective  des  lettres,  multiplier  par  ce 
produit  le  nombre  des  combinaisons  des  n  lettres 
prises  s  à  s,  ce  qui  revient  à  supprimer  le  dénomi- 
nateur du  coefficient  du  terme  du  binôme,  qui  ex- 
prime ce  nombre. 

Imaginons  une  loterie  composée  de  n  numéros  dont 
r  sortent  à  chaque  tirage;  on  demande  la  probabilité 
de  la  sortie  de  s  numéros  donnés  dans  un  tirage.  Pour 
y  parvenir,  on  formera  une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur sera  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles,  ou  des 
combinaisons  des  n  numéros  pris  r  à  r,  et  dont  le 
numérateur  sera  le  nombre  de  toutes  ces  combinaisons 
qui  contiennent  les  s  numéros  donnés.  Ce  dernier 
nombre  est  évidemment  celui  des  combinaisons  des 
autres  numéros  pris  n  moins  s  à  n  moins  s.  Cette 
fraction  sera  la  probabilité  demandée,  et  Ton  trouvera 
facilement  qu'elle  se  réduit  à  une  fraction  dont  le 
numérateur  est  le  nombre  des  combinaisons  de  r  nu- 
méros pris  s  à  s,  et  dont  le  dénominateur  est  le 
nombre  des  combinaisons  des  n  numéros  pris  sem- 
blablement  sas.  Ainsi,  dans  la  loterie  de  France, 
formée,  comme  on  sait,  de  90  numéros  dont  cinq 
sortent  à  chaque  tirage,  la  probabilité  de  la  sortie  d'un 
extrait  donné  est  ^  ou  ^  ;  la  loterie  devrait  donc  alors 
pour  l'égalité  du  jeu  rendre  dix- huit  fois  la  mise.  Le 
nombre  total  des  combinaisons  deux  à  deux  de  90  nu- 
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méros  est  4005,  et  celui  des  combinaisons  deux  à  deux 
de  cinq  numéros  est  dix.  La  probabilité  de  la  sortie 
d'un  ambe  donné  est  donc  Ï0J  5,  et  la  loterie  devrait 
rendre  alors  quatre  cents  fois  et  demie  la  mise  :  elle 
devrait  la  rendre  11748  fois  pour  un  terne,  511038 
fois  pour  un  quaterne,  et  43949268  fois  pour  un  quine. 
La  loterie  est  loin  de  faire  aux  joueurs  ces  avantages. 
Supposons  dans  une  urne  a  boules  blanches  et  h 
boules  noires,  et  qu'après  en  avoir  extrait  une  boule 
on  la  remette  dans  l'urne;  on  demande  la  probabilité 
que,  dans  le  nombre  n  de  tirages,  on  amènera  m  boules 
blanches  et  n  moins  m  boules  noires.  Il  est  clair  que  le 
nombre  de  cas  qui  peuvent  arriver  à  chaque  tirage  est 
a  plus  b.  Chaque  cas  du  second  tirage,  pouvant  se  com- 
biner avec  tous  les  cas  du  premier,  le  nombre  de  cas 
possibles  en  deux  tirages  est  le  carré  du  binôme  a 
plus  b.  Dans  le  développement  de  ce  carré,  le  carré  de 
a  exprime  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  amène 
deux  fois  une  boule  blanche;  le  double  produit  de  a  par 
b,  exprime  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule 
blanche  et  une  boule  noire  sont  amenées;  enfin  le  carré 
de  b  exprime  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on 
amène  deux  boules  noires.  En  continuant  ainsi,  on 
voit  généralement  que  la  puissance  n  du  binôme  a  plus 
b,  exprime  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  n 
tirages;  et  que  dans  le  développement  de  cette  puis- 
sance, le  terme  multiplié  par  la  puissance  m  de  a,  ex- 
prime le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  amener 
m  boules  blanches  et  n  moins  m  boules  noires.  En  di- 
visant donc  ce  terme  par  la  puissance  entière  du  binôme, 
on  aura  la  probabilité  d'amener  m  boules  blanches  et  n 
moins   m  boules  noires.  Le  rapport  des  nombres  a  et 
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a  plus  h  étant  la  probabilité  d'amener  une  boule 
blanche  dans  un  tirage,  et  le  rapport  des  nombres  h  et 
a  plus  h  étant  la  probabilité  d'amener  une  boule  noire; 
si  l'on  nomme  p  et  q  ces  probabilités,  la  probabilité 
d'amener  m  boules  blanches  dans  n  tirages,  sera  le 
terme  multiplié  par  la  puissance  m  de  p,  dans  le  déve- 
loppement de  la  puissance  n  du  binôme  p  plus  q  :  on 
peut  observer  que  la  somme  p  plus  q  est  l'unité.  Cette 
propriété  remarquable  du  binôme  est  très  utile  dans  la 
théorie  des  probabilités. 

Mais  la  méthode  la  plus  générale  et  la  plus  directe, 
pour  résoudre  les  questions  de  probabilité,  consiste  à 
les  faire  dépendre  d'équations  aux  différences.  En  com- 
parant les  états  successifs  de  la  fonction  qui  exprime  la 
probabilité,  lorsque  Ton  fait  croître  les  variables,  de 
leurs  différences  respectives,  la  question  proposée  four- 
nit souvent  un  rapport  très  simple  entre  ces  états.  Ce 
rapport  est  ce  que  Ton  nomme  équation  aux  différences 
ordinaires  ou  partielles;  ordinaires,  lorsqu'il  n'y  a 
qu'une  variable;  partielles,  lorsqu'il  y  en  a  plusieurs. 
Donnons-en  quelques  exemples. 

Trois  joueurs,  dont  les  forces  sont  supposées  les 
mêmes,  jouent  ensemble  aux  conditions  suivantes. 
Celui  des  deux  premiers  joueurs,  qui  gagne  son  adver- 
saire, joue  avec  le  troisième,  et  s'il  le  gagne,  la  partie 
est  finie.  S'il  est  vaincu,  le  vainqueur  joue  avec  l'autre, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'un  des  joueurs  ait 
gagné  consécutivement  les  deux  autres,  ce  qui  termine 
la  partie;  on  demande  la  probabilité  que  la  partie  sera 
finie  dans  un  nombre  quelconque  n  de  coups.  Cherchons 
d'abord  la  probabilité  qu'elle  finira  précisément  au 
coup  n.  Pour  cela,  le  joueur   qui  gagne  doit  entrer   au 


28  LES    MAITRES    DE    LA    PENSEE    SCIENTIFIQUE 

jeu  au  coup  m  moins  un,  et  le  gagner  ainsi  que  le  coup 
suivant.  Mais  si,  au  lieu  de  gagner  le  coup  n  moins  un, 
il  était  vaincu  par  son  adversaire,  celui-ci  venant  de 
gagner  l'autre  joueur,  la  partie  finirait  ace  coup.  Ainsi 
la  probabilité  qu'un  des  joueurs  entrera  au  jeu  au 
coup  n  moins  un,  et  le  gagnera,  est  égale  à  celle  que  la 
partie  finira  précisément  à  ce  coup  ;  et  comme  ce  joueur 
doit  gagner  le  coup  suivant,  pour  que  la  partie  se  ter- 
mine au  coup  n,  la  probabilité  de  ce  dernier  cas  ne 
sera  qu'un  demi  de  la  précédente.  Cette  probabilité  est 
évidemment  une  fonction  du  nombre  n)  cette  fonction 
est  donc  égale  à  la  moitié  de  la  même  fonction,  lors- 
qu'on y  diminue  n  de  l'unité.  Cette  égalité  forme  une 
de  ces  équations  que  l'on  nomme  équations  aux  diffé- 
rences finies  ordinaires . 

On  peut  déterminer  facilement  à  son  moyen  la  pro- 
babilité que  la  partie  finira  précisément  à  un  coup 
quelconque.  Il  est  visible  que  la  partie  ne  peut  finir 
au  plus  tôt  qu'au  second  coup;  et  pour  cela,  il  est 
nécessaire  que  celui  des  deux  premiers  joueurs  qui  a 
gagné  son  adversaire  gagne  au  second  coup  le  troi- 
sième joueur;  la  probabilité  que  la  partie  finira  à  ce 
coup  est  donc  ^.  l^e  là»  en  vertu  de  l'équation  précé- 
dente, on  conclut  que  les  probabilités  successives  de 
la  fin  de  la  partie  sont  \  pour  le  troisième  coup,  \ 
pour  le  quatrième,  etc.,  et  généralement  \  élevé  à  la 
puissance  n  moins  un,  pour  le  nieme  coup.  La  somme 
de  toutes  ces  puissances  de  J  est  l'unité  moins  la  der- 
nière de  ces  puissances,  c'est  la  probabilité  que  la 
partie  sera  terminée,  au  plus  tard,  dans  n  coups. 

Considérons  encore  le  premier  problème  un  peu  diffi- 
cile que  Ton  ait  résolu  sur  les  probabilités,  et  que  Pas- 
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cal  proposa  de  résoudre  à  Fermât.  Deux  joueurs  A  et 
B,  dont  les  adresses  sont  égales,  jouent  ensemble  avec 
la  condition  que  celui,  qui  le  premier  aura  vaincu 
l'autre  un  nombre  donné  de  fois,  gagnera  la  partie  et 
emportera  la  somme  des  mises  au  jeu  :  après  quelques 
coups,  les  joueurs  conviennent  de  se  retirer  sans  avoir 
terminé  la  partie;  on  demande  de  quelle  manière  cette 
somme  doit  être  partagée  entre  eux.  Il  est  visible  que 
les  parts  doivent  être  proportionnelles  aux  probabilités 
respectives  de  gagner  la  partie;  la  question  se  réduit 
donc  à  déterminer  ces  probabilités.  Elles  dépendent 
évidemment  des  nombres  de  points  qui  manquent  à 
chaque  joueur  pour  atteindre  le  nombre  donné.  Ainsi 
la  probabilité  de  A  est  une  fonction  de  ces  deux 
nombres  que  nous  nommerons  indices.  Si  les  deux 
joueurs  convenaient  de  jouer  un  coup  de  plus  (conven- 
tion qui  ne  change  point  leur  sort,  pourvu  qu'après  ce 
nouveau  coup  le  partage  se  fasse  toujours  proportion- 
nellement aux  nouvelles  probabilités  de  gagner  la  par- 
tie), alors,  ou  A  gagnerait  ce  coup,  et  dans  ce  cas  le 
nombre  des  points  qui  lui  manquent  serait  diminué 
crime  unité;  ou  le  joueur  B  le  gagnerait,  et  dans  ce 
cas  le  nombre  des  points  manquants  à  ce  dernier  joueur 
deviendrait  moindre  d'une  unité.  Mais  la  probabilité 
de  chacun  de  ces  cas  est  *  ;  la  fonction  cherchée  est 
donc  égale  à  la  moitié  de  cette  fonction,  dans  laquelle 
on  diminue  de  l'unité  le  premier  indice,  plus  à  la 
noitié  de  la  même  fonction  dans  laquelle  le  second 
indice  est  diminué  de  Punité.  Cette  égalité  est  une  de 
ces  équations  que  l'on  nomme  équations  aux  diffé- 
rences partielles. 
On  peut  déterminer  à  son  moyen  les  probabilités  de 
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A,  en  partant  des  plus  petits  nombres,  et  en  observant 
que  la  probabilité  ou  la  fonction  qui  l'exprime  est  égale 
à  l'unité,  lorsqu'il  ne  manque  aucun  point  au  joueur  A, 
ou  lorsque  le  premier  indice  est  nul,  et  que  cette  fonc- 
tion devient  nulle  avec  Je  second  indice.  En  supposant 
ainsi  qu'il  ne  manque  qu'un  point  au  joueur  A,  on 
trouve  que  sa  probabilité  est  ^-,  ■§,  -J,  etc.,  suivant 
qu'il  manque  à  B,  un  point,  ou  deux,  ou  trois,  etc. 
Généralement  elle  est  alors  l'unité,  moins  la  puissance 
de  -§•  égale  au  nombre  des  points  qui  manquent  à  B.  On 
supposera  ensuite  qu'il  manque  deux  points  au  joueur 
A,  et  Ton  trouvera  sa  probabilité  égale  à  \,  -\-,  ^,  etc.. 
suivant  qu'il  manque  à  B,  un  point,  ou  deux,  ou 
trois,  etc.  On  supposera  encore  qu'il  manque  trois 
points  au  joueur  A,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  manière  d'obtenir  les  valeurs  successives  d'une 
quantité  au  moyen  de  son  équation  aux  différences 
est  longue  et  pénible.  Les  géomètres  ont  cherché  des 
méthodes  pour  avoir  la  fonction  générale  des  indices, 
qui  satisfait  à  cette  équation,  en  sorte  que  l'on  n'ait  be- 
soin pour  chaque  cas  particulier  que  de  substituer 
dans  cette  fonction  les  valeurs  correspondantes  des 
indices.  Considérons  cet  objet  d'une  manière  générale. 
Pour  cela,  concevons  une  suite  de  termes  disposés  sur 
une  ligne  horizontale  et  tels  que  chacun  d'eux  dérive 
des  précédents,  suivant  une  loi  donnée.  Supposons  cette 
loi  exprimée  par  une  équation  entre  plusieurs  termes 
consécutifs,  et  leur  indice  ou  le  nombre  qui  indique  le 
rang  qu'ils  occupent  dans  la  série.  Cette  équation  est  ce 
que  je  nomme  équation  aux  différences  finies  à  un  seul 
indice.  L'ordre  ou  le  degré  de  cette  équation  est  la  diffé- 
rence du  rang  de  ses  deux  termes  extrêmes.  On  peut  à 
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son  moyen  déterminer  successivement  les  termes  de 
ia  série,  et  la  continuer  indéfiniment;  mais  il  faut  pour 
cela  connaître  un  nombre  de  termes  de  la  série,  égal 
au  degré  de  l'équation.  Ces  termes  sont  les  constantes 
arbitraires  de  l'expression  du  terme  général  de  la  série, 
ou  de  Tintégrale  de  l'équation  aux  différences. 

Concevons  maintenant,  au-dessus  des  termes  de  la 
série  précédente,  une  seconde  série  de  termes  disposés 
horizontalement;  concevons  encore,  au-dessus  des 
termes  de  la  seconde  série,  une  troisième  série  horizon- 
tale, et  ainsi  de  suite  à  l'infini;  et  supposons  les  termes 
de  toutes  ces  séries  liés  par  une  équation  générale 
entre  plusieurs  termes  consécutifs,  pris  tant  dans  le 
sens  horizontal  que  dans  le  sens  vertical,  et  les 
nombres  qui  indiquent  leur  rang  dans  les  deux  sens. 
Cette  équation  est  ce  que  je  nomme  équation  aux  diffé- 
rences finies  partielles  a  deux  indices. 

Concevons  pareillement,  au-dessus  du  plan  des 
séries  précédentes,  un  second  plan  de  séries  semblables 
dont  les  termes  soient  placés  respectivement  au-dessus 
de  ceux  du  premier  plan;  concevons  ensuite,  au-dessus 
de  ce  second  plan,  un  troisième  plan  de  séries  sem- 
blables, et  ainsi  à  l'infini;  supposons  tous  les  termes 
de  ces  séries  liés  par  une  équation  entre  plusieurs 
termes  consécutifs,  pris  dans  les  sens  de  la  longueur, 
de  la  largeur  et  de  la  profondeur,  et  les  trois  nombres 
qui  indiquent  leur  rang  dans  ces  trois  sens.  Cette 
équation  est  ce  que  je  nomme  équation  aux  différences 
finies  partielles  a  trois  indices. 

Enfin,  en  considérant  la  chose  d'une  manière  abs- 
traite et  indépendante  des  dimensions  de  l'espace, 
concevons  généralement  un  système  de  grandeurs  qui 
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soient  fonctions  d'un  nombre  quelconque  d'indices,,  et 
supposons  entre  ces  grandeurs,  leurs  différences  rela- 
tives à  ces  indices,  et  les  indices  eux-mêmes,  autant 
d'équations  qu'il  y  a  de  ces  grandeurs;  ces  équations 
seront  aux  différences  finies  partielles  à  un  nombre  quel- 
conque d'indices. 

On  peut  à  leur  moyen  déterminer  successivement 
ces  grandeurs.  Mais  de  même  que  l'équation  à  un  seul 
indice  exige  pour  cela  que  l'on  connaisse  un  certain 
nombre  de  termes  de  la  série,  de  même  Féquation  à 
deux  indices  exige  que  l'on  connaisse  une  ou  plusieurs 
lignes  de  séries,  dont  les  termes  généraux  puissent  être 
exprimés  chacun  par  une  fonction  arbitraire  d'un  des 
indices.  Pareillement,  l'équation  à  trois  indices  exige 
que  Ton  connaisse  un  ou  plusieurs  plans  de  séries,  dont 
les  termes  généraux  puissent  être  exprimés  chacun  par 
une  fonction  arbitraire  de  deux  indices;  ainsi  de  suite. 
Dans  tous  ces  cas,  on  pourra  par  des  éliminations  suc- 
cessives déterminer  un  terme  quelconque  des  séries. 
Mais  toutes  les  équations  entre  lesquelles  on  élimine 
étant  comprises  dans  un  même  système  d'équations, 
toutes  les  expressions  des  termes  successifs  que  l'on 
obtient  par  ces  éliminations  doivent  être  comprises 
dans  une  expression  générale,  fonction  des  indices  qui 
déterminent  le  rang  du  terme.  Cette  expression  est 
l'intégrale  de  l'équation  proposée  aux  différences,  et  sa 
recherche  est  l'objet  du  Calcul  intégral. 

Taylor  est  le  premier  qui,  dans  son  ouvrage  intitulé 
Melhodus  incremenlonim,  ait  considéré  les  équations 
linéaires  aux  différences  finies.  Il  y  donne  la  manière 
d'intégrer  celles  du  premier  ordre,  avec  un  coefficient 
et  un  dernier  terme,  fonctions  de  l'indice.  A  la  vérité, 
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les  relations  des  termes  des  progressions  arithmétiques 
et  géométriques  que  l'on  a  considérées  de  tous  temps, 
sont  les  cas  les  plus  simples  des  équations  linéaires  aux 
différences;  mais  on  ne  les  avait  pas  envisagées  sous 
ce  point  de  vue,  l'un  de  ceux  qui,  se  rattachant  à  des 
théories  générales,  conduisent  à  ces  théories  et  sont 
par  là  de  véritables  découvertes. 

Vers  le  même  temps,  Moivre  considéra  sous  la  déno- 
mination de  suites  récurrentes,  les  équations  aux  diffé- 
ences  finies  d'un  ordre  quelconque,  à  coefficients  cons- 
tants. Il  parvint  à  les  intégrer  d'une  manière  très  ingé- 
nieuse. Gomme  il  est  toujours  intéressant  de  suivre  la 
marche  des  inventeurs,  je  vais  exposer  celle  de  Moivre, 
en  l'appliquant  à  une  suite  récurrente  dont  la  relation 
entre  trois  termes  consécutifs  est  donnée.  D'abord,  il 
considère  la  relation  entre  les  termes  consécutifs  d'une 
progression  géométrique,  ou  l'équation  à  deux  termes, 
qui  l'exprime.  En  la  rapportant  aux  ternies  inférieurs 
d'une  unité,  il  la  multiplie  dans  cet  état  par  un  facteur 
constant,  et  il  retranche  le  produit  de  l'équation  pri- 
mitive. Par  là,  il  obtient  une  équation  entre  trois 
termes  consécutifs  de  la  progression  géométrique. 
Moivre  considère  ensuite  une  seconde  progression  dont 
la  raison  des  termes  est  le  facteur  même  qu'il  vient 
d'employer.  Il  diminue  pareillement  d'une  unité  l'in- 
dice des  termes  de  l'équation  de  cette  nouvelle  progres- 
sion :  dans  cet  état,  il  la  multiplie  par  la  raison  des 
termes  de  la  première  progression,  et  il  retranche  le 
produit  de  l'équation  de  la  seconde  progression,  ce 
qui  lui  donne  entre  trois  termes  consécutifs  de  cette 
progression  une  relation  entièrement  semblable  à  celle 
qu'il  a  trouvée    pour  la  première  progression.  Puis  il 
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observe  que  si  Ton  ajoute  terme  à  terme  les  deux  pro- 
gressions, la  même  relation  subsiste  entre  trois  quel- 
conques de  ces  sommes  consécutives.  11  compare  les 
coefficients  de  cette  relation  à  ceux  de  la  relation  des 
termes  de  la  suite  récurrente  proposée,  et  il  trouve 
pour  déterminer  les  raisons  des  deux  progressions  géo- 
métriques une  équation  du  second  degré,  dont  les 
racines  sont  ces  raisons.  Par  là,  Moivre  décompose  la 
suite  récurrente  en  deux  progressions  géométriques, 
multipliées  chacune  par  une  constante  arbitraire  qu'il 
détermine  au  moyen  des  deux  premiers  termes  de  la 
suite  récurrente.  Ce  procédé  ingénieux  est  au  fond 
celui  que  d'Alembert  a  depuis  employé  pour  l'intégra- 
tion des  équations  linéaires  aux  différences  infiniment 
petites  à  coefficients  constants,  et  queLagrange  a  trans- 
porté aux  équations  semblables  à  différences  finies. 

Ensuite,  j'ai  considéré  les  équations  linéaires  aux  dif- 
férences partielles  finies,  d'abord  sous  la  dénomination 
de  suites  récurro-récurrentes,  et  après  sous  leur  déno- 
mination propre.  La  manière  la  plus  générale  et  la  plus 
simple  d'intégrer  toutes  ces  équations  me  paraît  être 
celle  que  j'ai  fondée  sur  la  considération  des  fonctions 
génératrices  dont  voici  l'idée. 

Si  Ton  conçoit  une  fonction  V  d'une  variable  t,  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  cette  variable,  le  coef- 
ficient de  l'une  quelconque  de  ces  puissances  sera  une 
fonction  de  l'exposant  ou  indice  de  cette  puissance, 
indice  que  je  désignerai  par  x.  V  est  ce  que  je  nomme 
fonction  génératrice  de  ce  coefficient,  ou  de  la  fonction 
de  l'indice. 

Maintenant,  si  Ton  multiplie  la  série  du  développe- 
ment de  V,  par  une  fonction  de  la  même  variable,  telle, 
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par  exemple,  que  l'unité  plus  deux  fois  cette  variable, 
le  produit  sera  une  nouvelle  fonction  génératrice  dans 
laquelle  le  coefficient  de  la  puissance  x  de  la  variable  t 
sera  égal  au  coefficient  de  la  même  puissance  dans  V, 
plus  au  double  du  coefficient  de  la  puissance  inférieure 
d'une  unité.  Ainsi  la  fonction  de  l'indice  x  dans  le 
produit,  égalera  la  fonction  de  l'indice  x  dansV,  plus  le 
double  de  cette  même  fonction  dans  laquelle  l'indice 
est  diminué  de  l'unité.  Cette  fonction  de  l'indice  x  est 
ainsi  une  dérivée  de  la  fonction  du  môme  indice  dans 
le  développement  de  V,  fonction  que  je  nommerai  fonc- 
tion primitive  de  l'indice.  Désignons  la  fonction  déri- 
vée, par  la  caractéristique  8  placée  devant  la  fonction 
primitive.  La  dérivation  indiquée  par  cette  caractéris- 
tique dépendra  du  multiplicateur  de  V,  que  nous  nom- 
merons T,  et  que  nous  supposerons  développé,  comme 
V,  par  rapport  aux  puissances  de  la  variable  t. 

Si  l'on  multiplie  de  nouveau  par  T  le  produit  de  V par 
T,  ce  qui  revient  à  multiplier  Vpar  le  carré  de  T,  on  for- 
mera une  troisième  fonction  génératrice  dans  laquelle 
le  coefficient  de  la  puissance  x  de  t  sera  une  dérivée 
semblable  du  coefficient  correspondant  du  produit  pré- 
cédent; on  pourra  donc  l'exprimer  par  la  même  caracté- 
ristique o,  placée  devant  la  dérivée  précédente;  et  alors 
;ette  caractéristique  sera  deux  fois  écrite  devant  la 
onction  primitive  de  x.  Mais  au  lieu  de  l'écrire  ainsi 
leux  fois,  on  lui  donne  pour  exposant  le  nombre  2. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  généralement  que  si  l'on 
nultiplie  V  par  la  puissance  n  de  T,  ou  aura  le  coeffi- 
cient de  la  puissance  x  de  t,  dans  le  produit  de  V  par 
a  puissance  n  de  T,  en  plaçant  devant  la  fonction  pri- 
nitive  la  caractéristique  o  avec  n  pour  exposant. 
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Supposons,  par  exemple,  que  T  soit  l'unité  divisée 
par  t\  alors  dans  le  produit  de  V  par  T,  le  coefficient 
de  la  puissance  x  de  t  sera  le  coefficient  de  la  puis- 
sance supérieure  d'une  unité  dans  V;  ce  coefficient 
dans  le  produit  de  V  par  la  puissance  n  de  T  sera  donc 
la  fonction  primitive  dans  laquelle  x  est  augmenté  de 
n  unités. 

Considérons  maintenant  une  nouvelle  fonction  Z  de 
t,  développée,  comme  V  et  T,  suivant  les  puissances 
de  t)  désignons  par  la  caractéristique  A,  placée  devant 
la  fonction  primitive,  le  «coefficient  de  la  puissance  x 
de  t,  dans  le  produit  de  V  par  Z;  ce  coefficient  dans 
le  produit  de  V  par  la  puissance  n  de  Z,  sera  exprimé 
par  la  caractéristique  A  affectée  de  l'exposant  /i,  et 
placée  devant  la  fonction  primitive  de  x. 

Si,  par  exemple,  Z  est  égal  à  l'unité  divisée  par  t, 
moins  un,  le  coefficient  de  la  puissance  x  de  t  dans  le 
produit  de  V  par  Z  sera  le  coefficient  de  la  puissance  x 
plus  un  de  t  dans  V,  moins  le  coefficient  de  la  puis- 
sance x.  Il  sera  donc  la  différence  finie  de  la  fonction 
primitive  de  l'indice  x.  Alors  la  caractéristique  A  indique 
une  différence  finie  delà  fonction  primitive,  dans  le  cas 
où  l'indice  varie  de  l'unité;  et  la  puissance  n  de  cette 
caractéristique,  placée  devant  la  fonction  primitive,  in 
diquera  ladifférence  finie  nieme  de  cette  fonction.  Si  foi 
suppose  que  T  soit  l'unité  divisée  par  t,  on  aura  T  éga 
au  binôme,  Z  plus  un.  Le  produit  de  Y  par  la  puissance 
n  de  T  sera  donc  égal  au  produit  de  V  par  la  puissance 
de  /i  du  binôme,  Z  plus  un.  En  développant  cette 
puissance  par  rapport  aux  puissances  de  Z,  les  produit! 
de  V  par  les  divers  termes  de  ce  développement  seron 
les  fonctions  génératrices  de  ces  mêmes  termes,  dam 
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lesquels  on  substitue,  au  lieu  des  puissances  de  Z,  les 
différences  finies  correspondantes  de  la  fonction  primi- 
tive de  l'indice. 

Maintenant,  le  produit  de  V  par  la  puissance  n  de  T 
est  la  fonction  primitive,  dans  laquelle  l'indice  x  est 
augmenté  de  n  unités;  en  repassant  donc  des  fonctions 
génératrices  à  leurs  coefficients,  on  aura  cette  fonction 
primitive  ainsi  augmentée,  égale  au  développement  de 
la  puissance  n  du  binôme  Z  plus  un;  pourvu  que  dans 
ce  développement  on  substitue,  au  lieu  des  puissances  de 
Z,  les  différences  correspondantes  de  la  fonction  primi- 
tive, et  que  l'on  multiplie  le  terme  indépendant  de  ces 
puissances,  par  la  fonction  primitive.  On  aura  ainsi  la 
fonction  primitive  dont  l'indice  est  augmentée  d'un 
nombre  quelconque  ;i,  au  moyen  de  ses  différences. 

En  supposant  toujours  à  T  et  à  Z  les  valeurs  précé- 
dentes, on  aura  Z  égal  au  binôme,  T  moins  un;  le 
produit  de  V  par  la  puissance  n  de  Z  sera  donc  égal 
au  produit  de  V  par  le  développement  de  la  puissance 
n  du  binôme,  T  moins  un.  En  repassant  des  fonctions 
génératrices  à  leurs  coefficients,  comme  on  vient  de  le 
faire,  on  aura  la  différence  nieme  de  la  fonction  primi- 
tive, exprimée  par  le  développement  de  la  puissance  n 
du  binôme,  T  moins  un,  dans  lequel  on  substitue  aux 
puissances  de  T  cette  même  fonction  dont  l'indice  est 
augmenté  de  l'exposant  de  la  puissance,  et  au  terme 
indépendant  de  t  et  qui  est  l'unité  la  fonction  primi- 
tive :  ce  qui  donne  cette  différence  au  moyen  des 
termes  consécutifs  de  cette  fonction. 

S  placé  devant  la  fonction  primitive,  exprimant  la 
dérivée  de  cette  fonction,  qui  multiplie  la  puissance  x 
de  /  dans  le  produit  de  V  par  T,  et  A  exprimant   la 
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même  dérivée  dans  le  produit  de  V  par  Z,  on  est 
conduit,  par  ce  qui  précède,  à  ce  résultat  général  : 
quelles  que  soient  les  fonctions  de  la  variable  t,  repré- 
sentées par  T  et  Z,  on  peut  dans  le  développement  de 
toutes  les  équations  identiques,  susceptibles  d'être 
formées  entre  ces  fonctions,  substituer  les  caractéris- 
tiques o  et  A,  au  lieu  de  T  et  de  Z,  pourvu  que  Ton 
écrive  la  fonction  primitive  de  l'indice  à  la  suite  des 
puissances  et  des  produits  de  puissances  des  carac- 
téristiques, et  que  l'on  multiplie  par  cette  fonction 
les  termes  indépendants  de,  ces  caractéristiques. 

On  peut,  au  moyen  de  ce  résultat  général,  transfor- 
mer une  puissance  quelconque  d'une  dilférence  de  la 
fonction  primitive  de  l'indice  x,  dans  laquelle  x  varie 
d'une  unité,  en  une  série  de  différences  de  la  même 
fonction,  dans  lesquelles  x  varie  d'un  nombre  quel- 
conque d'unités,  et  réciproquement.  Supposons  en 
effet  que  T  soit  la  puissance  i  de  l'unité  divisée  par  /, 
moins  un,  et  que  Z  soit  toujours  l'unité  divisée  par  /, 
moins  un;  alors  le  coefficient  de  la  puissance  x  de  t, 
dans  le  produit  de  V  par  T,  sera  le  coefficient  de  ia 
puissance  x  plus  i  de  t  dans  V,  moins  le  coefficient  de 
la  puissance  x  de  t)  il  sera  donc  la  différence  finie  de 
la  fonction  primitive  de  l'indice  x,  dans  laquelle  on 
fait  varier  cet  indice,  du  nombre  i.  Il  est  facile  de  voir 
que  T  est  égal  à  la  différence  entre  la  puissance  i  du 
binôme,  Z  plus  un,  et  l'unité;  la  puissance  n  de  T  est 
donc  égale  à  la  puissance  n  de  cette  différence.  Si, 
dans  cette  égalité,  on  substitue  au  lieu  de  T  et  de 
Z  les  caractéristiques  S  et  A,  et  qu'après  le  développe- 
ment on  place  à  la  fin  de  chaque  terme  la  fonction  pri- 
mitive de  l'indice  x,  on  aura  la  différence  ;iieme  de  cette 
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fonction,  dans  laquelle  x  varie  de  i  unités,  exprimée 
par  une  suite  de  différences  de  la  même  fonction,  dans 
laquelle  x  varie  d'une  unité.  Cette  suite  n'est  qu'une 
transformation  de  la  différence  qu'elle  exprime,  et  qui 
lui  est  identique  ;  mais  c'est  dans  de  semblables  trans- 
formations que  réside  le  pouvoir  de  l'Analyse. 

La  généralité  de  l'Analyse  permet  de  supposer  dans 
cette  expression  ai  négatif.  Alors  les  puissances  néga- 
tives de  3  et  de  A  indiquent  des  intégrales.  En  effet, 
la  différence  riieme  de  la  fonction  primitive,  ayant  pour 
fonction  génératrice  le  produit  de  V  par  la  puissance 
n  du  binôme,  un  divisé  par  t,  moins  l'unité,  la  fonc- 
tion primitive  qui  est  l'intégrale  nie^e  de  cette  diffé 
rence  a  pour  fonction  génératrice  celle  de  la  même 
différence,  multipliée  par  la  puissance  /i  prise  en 
moins  du  binôme,  un  divisé  par  ty  moins  l'unité,  puis- 
sance à  laquelle  répond  la  même  puissance  de  la  carac 
téristique  A;  cette  puissance  indique  donc  une  intégrale 
du  même  ordre,  l'indice  x  variant  de  l'unité,  et  les 
puissances  négatives  de  S  indiquent  également  des  inté- 
grales, x  variant  de  i  unités.  On  voit  ainsi  delà  manière 
la  plus  claire  et  la  plus  simple  la  raison  de  l'analogie 
observée  entre  les  puissances  positives  et  les  diffé- 
rences, et  entre  les  puissances  négatives  et  les  inté- 
grales. 

Si  la  fonction  indiquée  par  la  caractéristique  o  placée 
devant  la  fonction  primitive  est  nulle,  on  aura  une 
équation  aux  différences  finies,  et  V  sera  la  fonction 
génératrice  de  son  intégrale.  Pour  avoir  cette  fonction 
génératrice,  on  observera  que  dans  le  produit  de  V 
par  T  toutes  les  puissances  de  /  doivent  disparaître, 
excepté   les   puissances  inférieures  à  l'ordre  de  l'équa- 
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lion  aux  différences;  V  esl  donc  égal  à  une  fraction 
dont  T  est  le  dénominateur,  et  dont  le  numérateur  est 
un  polynôme  dans  lequel  la  puissance  la  plus  élevée  de 
t  est  moindre  d'une  unité  que  l'ordre  de  l'équation  aux 
différences.  Les  coefficients  arbitraires  des  diverses 
puissances  de  t  dans  ce  polynôme,  en  y  comprenant 
la  puissance  zéro,  seront  déterminés  par  autant  de 
valeurs  de  la  fonction  primitive  de  l'indice,  lorsqu'on 
y  fait  successivement  x  égal  à  zéro,  à  l'unité,  à  deux, 
etc.  Quand  l'équation  aux  différences  est  donnée,  on 
détermine  T  en  mettant  tous  ces  termes  dans  le  pre- 
mier membre,  et  zéro  dans  le  second;  en  substituant 
dans  le  premier  membre  l'unité  au  lieu  de  la  fonction 
qui  a  le  plus  grand  indice;  la  première  puissance  de  t 
au  lieu  de  la  fonction  primitive  dans  laquelle  cet  indice 
est  diminué  d'une  unité;  la  seconde  puissance  de  t  à 
la  fonction  primitive  où  cet  indice  est  diminué  de  deux 
unités,  et  ainsi  de  suite.  Le  coefficient  de  la  puissance 
x  de  t,  dans  le  développement  de  l'expression  précé- 
dente de  V,  sera  la  fonction  primitive  de  x,  ou  l'inté- 
grale de  l'équation  aux  différences  finies.  L'Analyse 
fournit  pour  ce  développement  divers  moyens  parmi 
lesquels  on  peut  choisir  celui  qui  est  le  plus  propre 
à  la  question  proposée,  ce  qui  est  un  avantage  de 
cette  méthode  d'intégration. 

Concevons  maintenant  que  V  soit  une  fonction  des 
deux  variables  t  et  /',  développée  suivant  les  puissances 
et  les  produits  de  ces  variables;  le  coefficient  d'un 
produit  quelconque  des  puissances  x  et  x'  de  /  et  de  /' 
sera  une  fonction  des  exposants  ou  indices  x  et  x'  de 
ces  puissances,  fonction  que  je  nommerai  fonction 
primitive  et  dont  V  est  la  fonction  génératrice. 
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Multiplions  V  par  une  fonction  T  des  deux  variables 
t  et  tT ,  développée,  comme  V,  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  de  ces  variables;  le  produit  sera 
la  fonction  génératrice  d'une  dérivée  de  la  fonction  pri- 
mitive, si  T,  par  exemple,  est  égal  a  la  variable  t,  plus 
à  la  variable  t\  moins  deux;  cette  dérivée  sera  la  fonc- 
tion primitive  dont  on  diminue  de  l'unité  l'indice  x, 
plus  cette  même  fonction  primitive  dont  on  diminue  de 
l'unité  l'indice  x',  moins  deux  fois  la  fonction  primitive. 
En  désignant,  quel  que  soit  T,  par  la  caractéristique  o, 
placée  devant  la  fonction  primitive,  cette  dérivée,  le 
produit  de  V  par  la  puissance  n  de  T  sera  la  fonction 
génératrice  de  la  dérivée  de  la  fonction  primitive, 
devant  laquelle  on  place  la  puissance  n  de  la  caracté- 
ristique §.  De  là  résultent  des  théorèmes  analogues 
à  ceux  qui  sont  relatifs  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. 

Supposons  que  la  fonction  indiquée  par  la  caracté- 
ristique S  soit  zéro;  on  aura  une  équation  aux  diffé- 
rences partielles,  si,  par  exemple,  on  fait,  comme  ci- 
dessus,  T  égal  à  la  variable  t,  plus  à.  la  variable  i\ 
moins  deux;  on  a  zéro  égal  à  la  fonction  primitive 
dont  on  diminue  de  l'unité  l'indice  x,  plus  la  même 
fonction  dont  on  diminue  de  l'unilé  l'indice  x',  moins 
deux  fois  la  fonction  primitive.  La  fonction  généra- 
trice V  de  cette  fonction  primitive,  ou  de  l'intégrale  de 
cette  équation,  doit  donc  être  telle  que  son  produit  par 
T  ne  renferme  point  les  produits  de7  par  t'  ;  mais  V  peut 
renfermer  séparément  les  puissances  de  t  et  celles  de 
wt  c'est-à-dire  une  fonction  arbitraire  de  t  et  une 
fonction  arbitraire  de  t'  ;  V  est  donc  une  fraction,  dont 
le    numérateur   est  la    somme  de  ces  deux   fonctions 
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arbitraires,  et  dont  T  est  le  dénominateur.  Le  coeffi- 
cient du  produit  de  la  puissance  x  de  t,  par  la  puissance 
x'  de  l\  dans  le  développement  de  cette  fraction,  sera 
donc  l'intégrale  de  l'équation  précédente  aux  différences 
partielles.  Cette  méthode  d'intégrer  ce  genre  d'équa- 
tions me  paraît  être  la  plus  simple  et  la  plus  facile, 
par  l'emploi  des  divers  procédés  analytiques  pour  le 
développement  des  fractions  rationnelles. 

De  plus  amples  détails  sur  cette  matière  seraient 
difficilement  entendus  sans  le  secours  du  calcul. 

En  considérant  les  équations  aux  différences  par- 
tielles infiniment  petites  comme  des  équations  aux 
différences  partielles  finies,  dans  lesquelles  rien  n'est 
négligé,  on  peut  éclaircir  les  points  obscurs  de  leur 
calcul,  qui  ont  été  le  sujet  de  grandes  discussions  parmi 
les  géomètres.  C'est  ainsi  que  j'ai  démontré  la  possibi- 
lité d'introduire  des  fonctions  discontinues  dans  leurs 
intégrales,  pourvu  que  la  discontinuité  n'ait  lieu  que 
pour  les  différentielles  de  l'ordre  de  ces  équations,  ou 
d'un  ordre  supérieur.  Les  résultats  transcendants  du 
calcul  sont,  comme  toutes  les  abstractions  de  l'entende- 
ment, des  signes  généraux  dont  on  ne  peut  connaître 
la  véritable  étendue  qu'en  remontant  par  l'analyse 
métaphysique  aux  idées  élémentaires  qui  y  ont  conduit  : 
ce  qui  présente  souvent  de  grandes  difficultés,  car 
l'esprit  humain  en  éprouve  moins  encore  à  se  porter  en 
avant,  qu'à  se  replier  sur  lui-même. 

La  comparaison  des  différences  infiniment  petites 
avec  les  différences  finies  peut  semblablement  répandre 
un  grand  jour  sur  la  métaphysique  du  calcul  infinitési- 
mal. 

On  prouve    facilement  que  la  différence  finie  7iiome 
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d'une  fonction,  dans  laquelle  l'accroissement  de  la 
variable  est  E,  étant  divisée  par  la  puissance  n  de  E, 
le  quotient  réduit  en  série  par  rapport  aux  puissances 
de  l'accroissement  E  est  formé  d'un  premier  terme 
indépendant  de  E.  A  mesure  que  E  diminue,  la  série 
approche  de  plus  en  plus  de  ce  premier  terme,  dont 
elle  peut  ainsi  ne  différer  que  de  quantités  moindres 
que  toute  grandeur  assignable.  Ce  terme  est  donc  la 
limite  de  la  série,  et  il  exprime  dans  le  calcul  différen- 
tiel la  différence  infiniment  petite  ;iieme  de  la  fonction, 
divisée  par  la  puissance  n  de  l'accroissement  infiniment 
petit. 

En  considérant  sous  ce  point  de  vue  les  différences 
infiniment  petites,  on  voit  que  les  diverses  opérations 
du  calcul  différentiel  reviennent  à  comparer  séparé- 
ment, dans  le  développement  d'expressions  identiques, 
les  termes  finis  ou  indépendants  des  accroissements 
des  variables  que  Ton  regarde  comme  infiniment  petits  : 
ce  qui  est  rigoureusement  exact,  ces  accroissements 
étant  indéterminés.  Ainsi  le  calcul  différentiel  a  toute 
l'exactitude  des  autres  opérations  algébriques. 

La  même  exactitude  a  lieu  dans  les  applications  du 
calcul  différentiel  à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique.  Si 
l'on  conçoit  une  courbe  coupée  par  une  sécante  dans 
deux  points  voisins,  en  nommant  E  l'intervalle  des 
ordonnées  de  ces  deux  points,  E  sera  l'accroissement 
de  l'abscisse  depuis  la  première  jusqu'à  la  seconde 
ordonnée.  Il  est  facile  de  voir  que  l'accroissement 
correspondant  de  l'ordonnée  sera  le  produit  de  E  par 
la  première  ordonnée  divisée  par  sa  sous-sécante;  en 
augmentant  donc  dans  l'équation  de  la  courbe  la 
première  ordonnée  de  cet  accroissement,  onaural'équa- 
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tion  relative  à  la  seconde  ordonnée;  la  différence  de 
ces  deux  équations  sera  une  troisième  équation  qui, 
développée  par  rapport  aux  puissances  de  E  et  divisée 
par  E,  aura  son  premier  terme  indépendant  de  E,  et 
qui  sera  la  limite  de  ce  développement.  Ce  terme  égalé 
à  zéro  donnera  donc  la  limite  des  sous-sécantes,  limite 
qui  est  évidemment  la  sous-tangente. 

Cette  manière  singulièrement  heureuse  d'obtenir  les 
sous-tangentes  est  due  à  Fermât  qui  Ta  étendue  aux 
courbes  transcendantes.  Ce  grand  géomètre  exprime 
par  la  caractéristique  E  l'accroissement  de  l'abscisse; 
et  en  ne  considérant  que  la  première  puissance  de  cet 
accroissement,  il  détermine  exactement,  comme  on  le 
fait  par  le  Calcul  différentiel,  les  sous-tangentes  des 
courbes,  leurs  points  d'inflexion,  les  maxima  et  minima 
de  leurs  ordonnées,  et  généralement  ceux  des  fonctions 
rationnelles.  On  voit  même,  par  sa  belle  solution  du 
problème  de  la  réfraction  de  la  lumière,  insérée  dans 
le  Recueil  des  Lettres  de  Descartes,  qu'il  savait 
étendre  sa  méthode  aux  fonctions  irrationnelles,  en  se 
débarrassant  des  irrationnalités  par  l'élévation  des 
radicaux  aux  puissances.  On  doit  donc  regarder  Fermât 
comme  le  véritable  inventeur  du  Calcul  différentiel. 
Newton  a  depuis  rendu  ce  Calcul  plus  analytique  dans 
sa  méthode  des  Fluxions,  et  il  en  a  simplifié  et  généra- 
lisé les  procédés  par  son  beau  théorème  du  binôme. 
Enfin,  presqu'en  même  temps,  Leibniz  a  enrichi  le 
Calcul  différentiel  d'une  notation  qui,  en  indiquant  le 
passage  du  fini  à  l'infiniment  petite  réunit  à  l'avantage 
d'exprimer  les  résultats  généraux  de  ce  calcul,  celui 
de  donner  les  premières  valeurs  approchées  des  diffé- 
rences et  des  sommes  des  quantités,  notation  qui  s'est 
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adaptée   d'elle-même  au  calcul  des  différentielles  par- 
tielles. 

On  est  souvent  conduit  à  des  expressions  qui  con- 
tiennent tant  de  termes  et  de  facteurs,  que  les  substi- 
tutions numériques  y  sont  impraticables.  C'est  ce  qui  a 
lieu  dans  les  questions  de  probabilité,  lorsque  Ton  con- 
sidère un  grand  nombre  d'événements.  Cependant,  il 
importe  alors  d'avoir  la  valeur  numérique  des  formules, 
pour  connaître  avec  quelle  probabilité  les  résultats, 
que  les  événements  développent  en  se  multipliant, 
sont  indiqués.  11  importe  surtout  d'avoir  la  loi  suivant 
laquelle  cette  probabilité  approche  sans  cesse  de  la 
certitude  qu'elle  finirait  par  atteindre,  si  le  nombre  des 
événements  devenait  infini.  Pour  y  parvenir,  je  consi- 
dérerai que  les  intégrales  définies  de  différentielles 
multipliées  par  des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puis- 
sances, donnaient  par  l'intégration  des  formules  com- 
posées d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs. 
Cette  remarque  me  fît  naître  l'idée  de  transformer 
dans  de  semblables  intégrales  les  expressions  com- 
pliquées de  l'analyse,  et  les  intégrales  des  équations 
aux  différences.  J'ai  rempli  cet  objet,  par  une  méthode 
qui  donne  à  la  fois  la  fonction  comprise  sous  le  signe 
intégral,  et  les  limites  de  l'intégration.  Elle  offre  cela 
de  remarquable,  savoir  que  cette  fonction  est  la  fonc- 
tion môme  génératrice  des  expressions  et  des  équations 
proposées,  ce  qui  rattache  cette  méthode  à  la  théorie 
des  fonctions  génératrices  dont  elle  est  ainsi  le  com- 
plément. Il  ne  s'agissait  plus  ensuite  que  de  réduire 
l'intégrale  définie ,  en  série  convergente.  C'est  ce  que  j'ai 
obtenu  par  un  procédé  qui  fait  converger  la  série  avec 
d'autant  plus  de  rapidité  que  la  formule  qu'elle  repré- 
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sente  est  plus  compliquée,  en  sorte  qu'il  est  d'autant 
plus  exact  qu'il  devient  plus  nécessaire.  Le  plus  sou- 
vent, la  série  a  pour  facteur  la  racine  carrée  du  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre,  quelquefois  elle 
dépend  d'autres  transcendantes  dont  le  nombre  est 
infini. 

Une  remarque  importante  qui  tient  à  la  grande 
généralité  de  l'Analyse,  et  qui  permet  d'étendre  celte 
méthode  aux  formules  et  aux  équations  à  différences, 
que  la  théorie  des  probabilités  présente  le  plus  fré- 
quemment, est  que  les  séries-auxquelles  on  parvient,  en 
supposant  réelles  et  positives  les  limites  des  intégrales 
définies,  ont  également  lieu  dans  le  cas  où  l'équa- 
tion qui  détermine  ces  limites  n'a  que  des  racines 
négatives  ou  imaginaires.  Ces  passages  du  positif  au  né- 
gatif et  du  réel  à  l'imaginaire,  dont  j'ai  le  premier  fait 
usage,  m'ont  conduit  encore  aux  valeurs  de  plusieurs 
intégrales  définies  singulières,  que  j'ai  ensuite  démon- 
trées directement.  On  peut  donc  considérer  ces  pas- 
sages comme  un  moyen  de  découverte,  pareil  à  l'in- 
duction et  à  l'analogie  employées  depuis  longtemps  par 
les  géomètres,  d'abord  avec  une  extrême  réserve, 
ensuite  avec  une  entière  confiance,  un  grand  nombre 
d'exemples  en  ayant  justifié  l'emploi.  Cependant  il  est 
toujours  nécessaire  de  confirmer  par  des  démonstra- 
tions directes  les  résultats  obtenus  par  ces  divers 
moyens. 

J'ai  nommé  Calcul  des  fonctions  génératrices  l'en- 
semble des  méthodes  précédentes  :  ce  calcul  sert  de 
fondement  à  l'ouvrage  que  j'ai  publié  sous  ce  titre, 
Théorie  analytique  des  Prohabilités.  11  se  rattache  à 
l'idée  simple  d'indiquer  les     multiplications  répétées 
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d'une  quantité  par  elle-même,  ou  ses  puissances  entières 
et  positives,  en  écrivant  vers  le  haut  de  la  lettre  qui 
l'exprime  les  nombres  qui  marquent  les  degrés  de  ces 
puissances.  Cette  notation  employée  par  Descartes 
dans  sa  Géométrie,  et  généralement  adoptée  depuis  la 
publication  de  cet  important  ouvrage,  est  peu  de  chose, 
surtout  quand  on  la  compare  à  la  théorie  des  courbes 
et  des  fonctions  variables,  par  laquelle  ce  grand  Géo- 
mètre a  posé  les  fondements  des  calculs  modernes.  Mais 
la  langue  de  l'Analyse,  la  plus  parfaite  de  toutes,  étant 
par  elle-même  un  puissant  instrument  de  découvertes, 
ses  notations,  lorsqu'elles  sont  nécessaires  et  heureu- 
sement imaginées,  sont  autant  de  germes  de  nouveaux 
calculs.  C'est  ce  que  cet  exemple  rend  sensible. 

Wallis  qui,  dans  son  ouvrage  intitulé  Arilhmetica 
infinitorum,  l'un  de  ceux  qui  ont  le  plus  contribué  aux 
progrès  de  l'Analyse,  s'est  attaché  spécialement  à 
suivre  le  fil  de  l'induction  et  de  l'analogie,  considéra 
que  si  l'on  divise  l'exposant  d'une  lettre,  par  deux, 
trois,  etc.,  le  quotient  sera  suivant  la  notation  carté- 
sienne, et  lorsque  la  division  est  possible,  l'exposant  de 
la  racine  carrée,  cubique,  etc.,  delà  quantité  que  repré- 
sente la  lettre  élevée  à  l'exposant  dividende.  En  éten- 
dant par  analogie  ce  résultat  au  cas  où  la  division  n'est 
pas  possible,  il  considéra  une  quantité  élevée  à  un 
exposant  fractionnaire  comme  la  racine  du  degré  indi- 
qué par  le  dénominateur  de  cette  fraction,  de  la  quan- 
tité élevée  à  la  puissance  indiquée  par  le  numérateur. 
Il  observa  ensuite  que,  suivant  la  notation  cartésienne, 
la  multiplication  de  deux  puissances  d'une  même  lettre 
revient  à  ajouter  leurs  exposants,  et  que  leur  division 
revient  à  soustraire    l'exposant   de  la  puissance  divi- 
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seur  de  celui  de  la  puissance  dividende,  lorsque  le 
second  de  ces  exposants  surpasse  le  premier.  Wallis 
étendit  ce  résultat  au  cas  où  le  premier  exposant  égale 
ou  surpasse  le  second,  ce  qui  rend  la  différence  nulle 
ou  négative.  Il  supposa  donc  qu'un  exposant  négatif 
indique  l'unité  divisée  par  la  quantité  élevée  au  même 
exposant  pris  positivement.  Ces  remarques  le  condui- 
sirent à  intégrer  généralement  les  différentielles  mo- 
nômes, d'où  il  conclut  les  intégrales  définies  d'un  genre 
particulier  de  différentielles  binômes  dont  l'exposant 
est  un  nombre  entier  positif.  En  observant  ensuite  la 
loi  des  nombres  qui  expriment  ces  intégrales,  une  série 
d'interpolations  et  d'inductions  heureuses  où  l'on  aper- 
çoit le  germe  du  calcul  des  intégrales  définies,  qui  a 
tant  exercé  les  géomètres,  et  l'une  des  bases  de  ma 
nouvelle  Théorie  des  Probabilités,  lui  donna  le  rapport 
de  la  surface  du  cercle  au  carré  de  son  diamètre, 
exprimé  par  un  produit  infini  qui^  lorsqu'on  l'arrête, 
resserre  ce  rapport  dans  des  limites  de  plus  en  plus 
rapprochées  :  résultat  l'un  des  plus  singuliers  de  l'Ana- 
lyse. Mais  il  est  remarquable  que  Wallis,  qui  avait  si 
bien  considéré  les  exposants  fractionnaires  des  puis- 
sances radicales,  ait  continué  de  noter  ces  puissances 
comme  on  l'avait  fait  avant  lui.  Newton,  si  je  ne  me 
trompe,  employa,  le  premier,  dans  ses  Lettres  à  Olden- 
bourg, la  notation  de  ces  puissances  par  des  exposants 
fractionnaires.  En  comparant  par  la  voie  de  l'induction, 
dont  Wallis  avait  fait  un  si  bel  usage,  les  exposants  des 
puissances  du  binôme  avec  les  coefficients  des  termes 
de  son  développement,  dans  le  cas  où  cet  exposant  est 
entier  et  positif,  il  détermina  la  loi  de  ces  coefficients 
et  il  l'étendit  par  analogie  aux  puissances  fractionnaires 
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et  négatives.  Ces  divers  résultats,  fondés  sur  la  nota- 
tion de  Descartes,  montrent  son  influence  sur  les  pro- 
grès de  l'Analyse.  Elle  a  encore  l'avantage  de  donner 
l'idée  la  plus  simple  et  la  plus  juste  des  logarithmes  qui 
ne  sont  en  effet  que  les  exposants  d'une  grandeur  dont 
les  puissances  successives,  en  croissant  par  degrés 
infiniment  petits,  peuvent  représenter  tous  les  nombres. 

Mais  l'extension  la  plus  importante  que  cette  nota- 
tion ait  reçue,  est  celle  des  exposants  variables,  ce  qui 
constitue  le  calcul  exponentiel,  l'une  des  branches  les 
plus  fécondes  de  l'Analyse  moderne.  Leibniz  a  indiqué, 
le  premier,  les  transcendantes  à  exposants  variables,  et 
par-là  il  a  complété  le  système  des  éléments  dont  une 
fonction  finie  peut  être  composée;  car  toute  fonction 
finie  explicite  d'une  variable  se  réduit  en  dernière  ana- 
lyse à  des  grandeurs  simples,  combinées  par  voie  d'ad- 
dition, de  soustraction,  de  multiplication  et  de  division, 
et  élevées  à  des  puissances  constantes  ou  variables.  Les 
racines  des  équations  formées  de  ces  éléments  sont  des 
fonctions  implicites  de  la  variable.  C'est  ainsi  qu'une 
variable  ayant  pour  logarithme  l'exposant  de  la  puis- 
sance qui  lui  est  égale  dans  la  série  des  puissances  du 
nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité, 
le  logarithme  d'une  variable  en  est  une  fonction  im- 
plicite. 

Leibniz  imagina  de  donner  à  sa  caractéristique  dif- 
férentielle les  mômes  exposants  qu'aux  grandeurs; 
mais  alors,  ces  exposants,  au  lieu  d'indiquer  les  multi- 
plications répétées  d'une  même  grandeur,  indiquent  les 
différentiations  répétées  d'une  même  fonction.  Cette 
extension  nouvelle  de  la  notation  cartésienne  conduisit 
Leibniz  à  l'analogie  des  puissances  positives  avec  les 
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différentielles,  et  des  puissances  négatives  avec  les  inté- 
grales. Lagrange  a  suivi  cette  analogie  singulière  clans 
tous  ses  développements;  et  par  une  suite  d'inductions, 
qui  peut  être  regardée  comme  une  des  plus  belles 
applications  que  l'on  ait  faites  de  la  méthode  d'induc- 
tion, il  est  parvenu  à  des  formules  générales,  aussi  cu- 
rieuses qu'utiles,  sur  les  transformations  des  différences 
et  des  intégrales  les  unes  dans  les  autres,  lorsque  les 
variables  ont  des  accroissements  finis  divers,  et  lorsque 
ces  accroissements  sont  infiniment  petits.  Mais  il  n'en 
a  point  donné  les  démonstrations  qu'il  jugeait  difficiles. 
La  théorie  des  fonctions  génératrices  étend  à  des  carac- 
téristiques quelconques  la  notation  cartésienne;  elle 
montre  avec  évidence  l'analogie  des  puissances  et  des 
opérations  indiquées  par  ces  caractéristiques,  en  sorte 
qu'elle  peut  encore  être  envisagée  comme  le  calcul 
exponentiel  des  caractéristiques.  Tout  ce  qui  concerne 
les  séries  et  l'intégration  des  équations  aux  différences, 
en  découle  avec  une  extrême  facilité. 


Applications  du  calcul  des  probabilités. 

Des  jeux. 

Les  combinaisons  que  les  jeux  présentent  ont  été 
l'objet  des  premières  recherches  sur  les  probabilités. 
Dans  l'infinie  variété  de  ces  combinaisons,  plusieurs 
d'entre  elles  se  prêtent  avec  facilité  au  calcul,  d'autres 
exigent  des  calculs  plus  difficiles;  et  les  difficultés  crois- 
sant à  mesure  que  les  combinaisons  deviennent  plus 
compliquées,  le  désir  de  les  surmonter  et  la  curiosité 
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ont  excité  les  géomètres  à  perfectionner  de  plus  en  plus 
ce  genre  d'analyse.  On  a  vu  précédemment  que  Ton 
pouvait  facilement  déterminer  par  la  théorie  des  com- 
binaisons les  bénéfices  d'une  loterie.  Mais  il  est  plus 
difficile  de  savoir  en  combien  de  tirages  on  peut  parier 
un  contre  un,  par  exemple,  que  tous  les  numéros  se- 
ront sortis,  n  étant  le  nombre  des  numéros,  r  celui  des 
numéros  sortants  à  chaque  tirage,  et  i  le  nombre  in- 
connu de  tirages,  l'expression  de  la  probabilité  de  la 
sortie  de  tous  les  numéros  dépend  de  la  différence 
finie  7iieme  de  la  puissance  i  d'un  produit  de  /*  nombres 
consécutifs.  Lorsque  le  nombre  n  est  considérable^  la 
recherche  de  la  valeur  de  ï,  qui  rend  cette  probabilité 
égale  à  -|,  devient  impossible,  à  moins  qu'on  ne  conver- 
tisse cette  différence  dans  une  série  très  convergente. 
C'est  ce  que  l'on  fait  heureusement  par  la  méthode  ci- 
dessus  indiquée  pour  les  approximations  des  fonctions 
de  très  grands  nombres.  On  trouve  ainsi  que  la  loterie 
étant  composée  de  dix  mille  numéros  dont  un  seul 
sort  à  chaque  tirage,  il  y  a  du  désavantage  h  parier  un 
contre  un  que  tous  les  numéros  sortiront  dans  95767 
tirages,  et  de  l'avantage  à  faire  le  môme  pari  pour  95768 
tirages.  A  la  loterie  de  France,  ce  pari  est  désavanta- 
geux pour  85  tirages,  et  avantageux  pour  86  tirages. 
Considérons  encore  deux  joueurs  A  et  B  jouant  en- 
semble à  croix  ou  pile,  de  manière  qu'à  chaque  coup, 
si  croix  arrive,  A  donne  un  jeton  à  B  qui  lui  en  donne 
un,  si  pile  arrive  :  le  nombre  des  jetons  de  B  est  limité; 
celui  des  jetons  de  A  est  illimité;  et  la  partie  ne  doit 
finir  que  lorsque  B  n'aura  plus  de  jetons.  On  demande 
en  combien  de  coups  on  peut  parier,  un  contre  un, 
que  la  partie  sera  terminée.   L'expression  de  la  proba- 
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bilité  que  la  partie  sera  terminée  dans  un  nombre  i  de 
coups,  est  donnée  par  une  suite  qui  renferme  un  grand 
nombre  de  termes  et  de  facteurs,  si  le  nombre  des  je- 
tons de  B  est  considérable  ;  la  recherche  delà  valeur  de 
1  inconnue  i,  qui  rend  cette  suite  égale  à  ^,  serait  donc 
alors  impossible,  si  l'on  ne  parvenait  pas  à  réduire  la 
suite  dans  une  série  très  convergente.  En  lui  appli- 
quant la  méthode  dont  on  vient  de  parler,  on  trouve 
une  expression  fort  simple  de  l'inconnue,  de  laquelle  il 
résulte  que  si,  par  exemple,  B  a  cent  jetons,  il  y  a  un 
peu  moins  d'un  contre  un  k  parier  que  la  partie  sera 
finie  en  23780  coups,  et  un  peu  plus  d'un  contre  un  à 
parier  qu'elle  sera  finie  dans  23781  coups. 

Ces  deux  exemples,  joints  à  ceux  que  nous  avons 
déjà  donnés,  suffisent  pour  faire  voir  comment  les  pro- 
blèmes sur  les  jeux  ont  pu  contribuer  à  la  perfection 
de  l'Analyse. 


Des  inégalités  inconnues  qui  peuvent  exister 
entre  les  chances  que  l'on  suppose  égales. 

Les  inégalités  de  ce  genre  ont  sur  les  résultats  du 
calcul  des  probabilités  une  influence  sensible  qui  mé- 
rite une  attention  particulière.  Considérons  le  jeu  de 
croix  ou  pile,  et  supposons  qu'il  soit  également  facile 
d'amener  Tune  ou  l'autre  face  de  la  pièce.  Alors  la 
probabilité  d'amener  croix  au  premier  coup  est  ^,  e^ 
celle  de  l'amener  deux  fois  de  suite  est  \.  Mais  s'il 
existe  dans  la  pièce  une  inégalité  qui  fasse  paraître 
une  des  faces  plutôt  que  l'autre,  sans  que  l'on  con- 
naisse quelle  est  la  face  favorisée  par  cette  inégalité, 
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la  probabilité  d'amener  croix  au  premier  coup  sera 
toujours  ^,  parce  que  dans  l'ignorance  où  Ton  est  de  la 
face  que  cette  inégalité  favorise,  autant  la  probabilité 
de  l'événement  simple  est  augmentée,  si  cette  inégalité 
lui  est  favorable,  autant  elle  est  diminuée,  si  l'inégalité 
lui  est  contraire.  Mais  dans  cette  ignorance  même,  la 
probabilité  d'amener  croix  deux  fois  de  suite  est  aug- 
mentée. En  effet,  cette  probabilité  est  celle  d'amener 
croix  au  premier  coup,  multipliée  par  la  probabilité 
que,  l'ayant  amené  au  premier  coup,  on  l'amènera  au 
second  ;  or  son  arrivée  au  premier  coup  est  un  motif 
de  croire  que  l'inégalité  de  la  pièce  le  favorise;  l'inéga- 
lité inconnue  augmente  donc  alors  la  probabilité  d'ame- 
ner croix  au  second  coup,  elle  accroît  par  conséquent 
le  produit  des  deux  probabilités.  Pour  soumettre  cet 
objet  au  calcul,  supposons  que  cette  inégalité  augmente 
d'un  vingtième  la  probabilité  de  l'événement  simple 
qu'elle  favorise.  Si  cet  événement  est  croix,  sa  proba- 
bilité sera  4  plus  ^  ou  ^,  et  la  probabilité  de  l'amener 
deux  fois  de  suite  sera  le  carré  de  ^  ou  ^-  Si  l'événe- 
ment favorisé  est  pile,  la  probabilité  de  croix  sera  \ 
moins  ^  ou  ^,  et  la  probabilité  de  l'amener  deux  fois  de 
suite  sera  J^.  Gomme  on  n'a  d'avance  aucune  raison 
de  croire  que  l'inégalité  favorise  l'un  de  ces  événe- 
ments plutôt  que  l'autre,  il  est  clair  que,  pour  avoir  la 
probabilité  de  l'événement  composé  croix  croix,  il  faut 
ajouter  les  deux  probabilités  précédentes  et  prendre 
la  moitié  de  leur  somme;  ce  qui  donne  ^  pour  cette 
probabilité  qui  surpasse  \  de  —  ou  du  carré  de  l'ac- 
croissement^ que  l'inégalité  ajoute  à  la  possibilité  de 
l'événement  qu'elle  favorise.  La  probabilité  d'amener 
pile  pile  est  pareillement  JÎJJ;  mais  les  probabilités  d'à- 
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mener  croix  pile,  ou  pile  croix,  ne  sont  chacune  que 
H,  car  la  somme  de  ces  quatre  probabilités  doit  éga- 
ler la  certitude  ou  l'unité.  On  trouve  ainsi  généralement 
que  les  causes  constantes  et  inconnues  qui  favorisent  les 
événements  simples  que  l'on  juge  également  possibles, 
accroissent  toujours  la  probabilité  de  la  répétition  d'un 
même  événement  simple. 

Dans  un  nombre  pair  de  coups,  croix  et  pile  doivent 
arriver  tous  deux,  ou  un  nombre  pair  ou  un  nombre  im- 
pair de  fois.  La  probabilité  de  chacun  de  ces  cas  est 
~,  si  les  possibilités  des.  deux  faces  sont  égales; 
mais  s'il  existe  entre  elles  une  inégalité  inconnue, 
cette  inégalité  est  toujours  favorable  au  premier  cas. 

Deux  joueurs,  dont  on  suppose  les  adresses  égales, 
jouent  avec  les  conditions  qu'à  chaque  coup  celui  qui 
perd  donne  un  'jeton  à  son  adversaire,  et  que  la  partie 
dure,  jusqu'à  ce  que  l'un  des  joueurs  n'ait  plus  de  je- 
tons. Le  calcul  des  probabilités  nous  montre  que  pour 
l'égalité  du  jeu  les  mises  des  joueurs  doivent  être  en 
raison  inverse  de  leurs  jetons.  Mais  s'il  existe  entre 
leurs  adresses  une  petite  inégalité  inconnue,  elle  favo- 
rise celui  des  joueurs  qui  a  le  plus  petit  nombre  de 
jetons.  Sa  probabilité  de  gagner  la  partie  augmente,  si 
les  joueurs  conviennent  de  doubler,  de  tripler  leurs 
jetons  et  elle  serait  -}2  ou  la  même  que  la  probabilité 
de  l'autre  joueur,  dans  le  cas  où  les  nombres  de  leurs 
jetons  deviendraient  infinis,  en  conservant  toujours  le 
même  rapport. 

On  peut  corriger  l'influence  de  ces  inégalités  incon- 
nues, en  les  soumettant  elles-mêmes  aux  chances  du 
hasard.  Ainsi  au  jeu  de  croix  ou  pile,  si  Ton  a  une 
seconde  pièce  que  l'on  projette  chaque  fois  avec  la  pre- 
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mière,  et  que  l'on  convienne  de  nommer  constamment 
croix  la  face  amenée  par  cette  seconde  pièce,  la  proba- 
bilité d'amener  croix  deux  fois  de  suite  avec  la  pre- 
mière pièce,  approchera  beaucoup  plus  d'un  quart, 
que  dans  le  cas  d'une  seule  pièce.  Dans  ce  dernier 
cas,  la  différence  est  le  carré  du  petit  accroissement 
de  possibilité  que  l'inégalité  inconnue  donne  à  la  face 
de  la  première  pièce  qu'elle  favorise,  dans  l'autre 
cas,  cette  différence  est  le  quadruple  produit  de  ce 
carré,  par  le  carré  correspondant  relatif  à  la  seconde 
pièce. 

Que  Ton  jette  dans  une  urne  cent  numéros  depuis  un 
jusqu'à  cent,  clans  l'ordre  de  la  numération,  et  qu'après 
avoir  agité  l'urne  pour  mêler  ces  numéros,  on  en  tire 
un  ;  il  est  clair  que  si  le  mélange  a  été  bien  fait,  les  pro- 
babilités de  sortie  des  numéros  seront  les  mômes.  Mais 
si  Ton  craint  qu'il  n'y  ait  entre  elles  de  petites  diffé- 
rences dépendantes  de  l'ordre  suivant  lequel  les  numé- 
ros ont  été  jetés  dans  l'urne,  on  diminuera  considéra- 
blement ces  différences,  en  jetant  dans  une  seconde 
urne  ces  numéros  suivant  leur  ordre  de  sortie  de  la 
première  urne,  et  en  agitant  ensuite  cette  seconde  urne 
pour  mêler  ces  numéros.  Une  troisième  urne,  une  qua- 
trième, etc.,  diminueraient  de  plus  en  plus  ces  diffé- 
rences déjà  insensibles  dans  la  seconde  urne. 


Des  Lois  de  la  Probabilité  qui  résultent  de  la 
multiplication  indéfinie  des  événements. 

Au  milieu  des  causes  variables  et  inconnues  que  nous 
comprenons    sous  le  nom   de  hasard,   et  qui  rendent 
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incertaine  et  irrégulière  la  marche  des  événements, 
on  voit  naître  à  mesure  qu'ils  se  multiplient  une  régu- 
larité frappante  qui  semble  tenir  à  un  dessein,  et  que 
l'on  a  considérée  comme  une  preuve  de  la  providence. 
Mais  en  y  réfléchissant,  on  reconnaît  bientôt  que  cette 
régularité  n'est  que  le  développement  des  possibilités 
respectives  des  événements  simples  qui  doivent  se  pré- 
senter plus  souvent,  lorsqu'ils  sont  plus  probables. 
Concevons,  par  exemple,  une  urne  qui  renferme  des 
boules  blanches  et  des  boules  noires,  et  supposons  qu'à 
chaque  fois  que  l'on  en  tire. une  boule,  on  la  remette 
dans  l'urne  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage.  Le  rap- 
port du  nombre  des  boules  blanches  extraites,  au 
nombre  des  boules  noires  extraites,  sera  le  plus  sou- 
vent très  irrégulier  dans  les  premiers  tirages;  mais  les 
causes  variables  de  cette  irrégularité  produisent  des 
effets  alternativement  favorables  et  contraires  à  la 
marche  régulière  des  événements  et  qui,  se  détruisant 
mutuellement  dans  l'ensemble  d'un  grand  nombre  de 
tirages,  laissent  de  plus  en  plus  apercevoir  le  rapport 
des  boules  blanches  aux  boules  noires  contenues  dans 
l'urne,  ou  les  possibilités  respectives  d'en  extraire  une 
boule  blanche  ou  une  boule  noire  à  chaque  tirage.  De 
là  résulte  le  théorème  suivant. 

La  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des  boules 
blanches  extraites  au  nombre  total  des  boules  sorties 
ne  s'écarte  pas,  au-delà  d'un  intervalle  donné,  du  rap- 
port du  nombre  des  boules  blanches  au  nombre  total 
des  boules  contenues  dans  l'urne,  approche  indéfini- 
ment de  la  certitude  par  la  multiplication  indéfinie  des 
événements,  quelque  petit  que  Ton  suppose  cet  inter- 
valle. 
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Ce  théorème  indiqué  par  le  bons  sens  était  difficile 
à  démontrer  par  l'Analyse.  Aussi  l'illustre  géomètre 
Jacques  Bernoulli,  qui  s'en  est  occupé  le  premier,  atta- 
chait-il une  grande  importance  à  la  démonstration  qu'il 
en  a  donnée.  Le  calcul  des  fonctions  génératrices  appli- 
qué à  cet  objet,  non-seulement  démontre  avec  facilité 
ce  théorème,  mais  de  plus  il  donne  la  probabilité  que 
le  rapport  des  événements  observés  ne  s'écarte  que 
dans  certaines  limites  du  vrai  rapport  de  leurs  possi- 
bilités respectives. 

On  peut  tirer  du  théorème  précédent  cette  consé- 
quence qui  doit  être  regardée  comme  une  loi  générale, 
savoir,  que  lés  rapports  des  effets  de  la  nature  sont  à 
fort  peu  près  constants,  quand  ces  effets  sont  considé- 
rés en  grand  nombre.  Ainsi,  malgré  la  variété  des  an- 
nées, la  somme  des  productions  pendant  un  nombre 
d'années  considérable  est  sensiblement  la  môme  ;  en 
sorte  que  l'homme,  par  une  utile  prévoyance,  peut  se 
mettre  à  l'abri  de  l'irrégularité  des  saisons,  en  répan- 
dant également  sur  tous  les  temps  les  biens  que  la  na- 
ture distribue  d'une  manière  inégale.  Je  n'excepte  pas 
de  la  loi  précédente  les  effets  dus  aux  causes  morales. 
Le  rapport  des  naissances  annuelles  à  la  population  et 
celui  des  mariages  aux  naissances  n'éprouvent  que  de 
très  petites  variations:  à  Paris,  le  nombre  des  nais- 
sances annuelles  est  à  peu  près  le  même  ;  et  j'ai  ouï 
dire  qu'à  la  poste,  dans  les  temps  ordinaires,  le  nombre 
des  lettres  mises  au  rebut  par  les  défauts  des  adresses 
change  peu  chaque  année,  ce  qui  a  été  pareillement 
observé  à  Londres. 

Il  suit  encore  de  ce  théorème  que  dans  une  série 
d'événements,    indéfiniment    prolongée,    l'action  des 
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causes  régulières  et  constantes  doit  remporter  à  la 
longue  sur  celle  des  causes  irrégulières.  C'est  ce  qui 
rend  les  gains  des  loteries  aussi  certains  que  les 
produits  de  l'agriculture  ;  les  chances  qu'elles  se  ré- 
servent leur  assurant  un  bénéfice  dans  l'ensemble 
d'un  grand  nombre  de  mises.  Ainsi  des  chances  favo- 
rables et  nombreuses  étant  constamment  attachées  à 
'observation  des  principes  éternels  de  raison,  de  jus- 
tice et  d'humanité,  qui  fondent  et  maintiennent  les 
sociétés,  il  y  a  grand  avantage  à  se  conformer  à  ces 
principes,  et  de  graves  inconvénients  h  s'en  écarter. 
Que  l'on  consulte  les  histoires  et  sa  propre  expérience, 
on  y  verra  tous  les  faits  venir  à  l'appui  de  ce  résultat 
du  calcul.  Considérez  les  heureux  effets  des  institutions 
fondées  sur  la  raison  et  sur  les  droits  naturels  de 
l'homme  chez  les  peuples  qui  ont  su  les  établir  et  les 
conserver.  Considérez  encore  les  avantages  que  la 
bonne  foi  a  procurés  aux  gouvernements  qui  en  ont 
fait  la  base  de  leur  conduite,  et  comme  ils  ont  été  dé- 
dommagés des  sacrifices  qu'une  scrupuleuse  exactitude 
à  tenir  ses  engagements  leur  a  coûté.  Quel  immense 
crédit  au  dedans  !  quelle  prépondérance  au  dehors  ! 
Voyez  au  contraire  dans  quel  abîme  de  malheurs 
les  peuples  ont  été  souvent  précipités  par  l'ambition  et 
par  la  perfidie  de  leurs  chefs.  Toutes  les  fois  qu'une 
grande  puissance,  enivrée  de  l'amour  des  conquêtes, 
aspire  à  la  domination  universelle,  le  sentiment  de 
l'indépendance  produit  entre  les  nations  menacées  une 
coalition  dont  elle  devient  presque  toujours  la  victime. 
Pareillement,  au  milieu  des  causes  variables  qui  éten- 
dent ou  qui  resserrent  les  divers  états,  les  limit<  1 
naturelles,  en  agissant  comme  causes  constantes,  doi- 
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vent  finir  par  prévaloir.  Il  importe  donc  à  la  stabilité 
comme  au  bonheur  des  empires  de  ne  pas  les  étendre 
au-delà  de  ces  limites  dans  lesquelles  ils  sont  ramenés 
sans  cesse  par  Faction  de  ces  causes,  ainsi  que  les 
eaux  des  mers,  soulevées  par  de  violentes  tempêtes, 
retombent  dans  leurs  bassins  par  la  pesanteur.  C'est 
encore  un  résultat  du  calcul  des  probabilités,  con- 
firmé par  de  nombreuses  et  funestes  expériences.  L'his- 
toire, traitée  sous  le  point  de  vue  de  l'influence  des 
causes  constantes,  unirait  à  l'intérêt  de  la  curiosité 
celui  d'offrir  aux  hommes  les  plus  utiles  leçons.  Quel- 
quefois on  attribue  les  effets  inévitables  de  ces  causes 
à  des  circonstances  accidentelles  qui  n'ont  fait  que 
développer  leur  action.  Il  est,  par  exemple,  contre  la 
nature  des  choses  qu'un  peuple  soit  à  jamais  gouverné 
par  un  autre  qu'une  vaste  mer  ou  une  grande  distance 
en  sépare.  On  peut  affirmer  qu'à  la  longue  cette  cause 
constante  se  joignant  sans  cesse  aux  causes  variables 
qui  agissent  dans  le  même  sens,  et  que  la  suite  des 
temps  développe,  finira  par  en  trouver  d'assez  fortes 
pour  rendre  au  peuple  soumis  son  indépendance  natu- 
relle, ou  pour  le  réunir  à  un  état  puissant  qui  lui  soit 
contigu. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  ce  sont  les  plus 
importants  de  l'Analyse  des  hasards,  les  possibilités  des 
événements  simples  sont  inconnues,  et  nous  sommes 
réduits  à  chercher  dans  les  événements  passés  des 
indices  qui  puissent  nous  guider  dans  nos  conjectures 
sur  les  causes  dont  ils  dépendent.  En  appliquant  l'Ana- 
lyse des  fonctions  génératrices  au  principe  exposé  ci- 
devant  sur  la  probabilité  des  causes,  tirée  des  événe- 
ments observés,  on  est  conduit  au  théorème  suivant. 
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Lorsqu'un  événement  simple  ou  composé  de  plu- 
sieurs événements  simples,  tel  qu'une  partie  de  jeu, 
a  été  répété  un  grand  nombre  de  fois,  les  possibilités 
des  événements  simples,  qui  rendent  ce  que  Ton  a  ob- 
servé le  plus  probable,  sont  celles  que  l'observation 
indique  avec  le  plus  de  vraisemblance  :  à  mesure  que 
l'événement  observé  se  répète,  cette  vraisemblance 
augmente  et  finirait  par  se  confondre  avec  la  certitude, 
si  le  nombre  des  répétitions  devenait  infini. 

Il  y  a  ici  deux  sortes  d'approximations  :  l'une  d'elles 
est  relative  aux  limites  prises,  de  part  et  d'autre,  des 
possibilités  qui  donnent  au  passé  le  plus  de  vraisem- 
blance :  l'autre  approximation  se  rapporte  à  la  proba- 
bilité que  ces  possibilités  tombent  clans  ces  limites.  La 
répétition  de  l'événement  composé  accroît  de  plus  en 
plus  cette  probabilité,  les  limites  restant  les  mêmes  : 
elle  resserre  de  plus  en  plus  l'intervalle  de  ces  limites, 
la  probabilité  restant  la  même  :  dans  l'infini,  cet  inter- 
valle devient  nul,  et  la  probabilité  se  change  en  certi- 
tude. 

Si  Ton  applique  ce  théorème  au  rapport  des  nais- 
sances des  garçons  à  celles  des  filles,  observé  dans  les 
diverses  contrées  de  l'Europe,  on  trouve  que  ce  rap- 
port, partout  à  peu  près  égal  à  celui  de  22  à  21, 
indique  avec  une  extrême  probabilité  une  plus  grande 
facilité  dans  les  naissances  des  garçons.  En  consi- 
dérant ensuite  qu'il  est  le  même  à  Naples  et  à  Pé- 
tersbourg,  on  verra  qu'à  cet  égard  l'influence  du 
climat  est  insensible.  On  pouvait  donc  soupçonner, 
contre  l'opinion  commune,  que  cette  supériorité  des 
naissances  masculines  subsiste  dans  l'Orient  même. 
J'avais    en    conséquence    invité    les    savants   français 
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envoyés  en  Egypte  à  s'occuper  de  celte  question  inté- 
ressante; mais  la  difficulté  d'obtenir  des  renseigne- 
ments précis  sur  les  naissances  ne  leur  a  pas  permis 
de  la  résoudre.  Heureusement,  M.  de  Humboldt  n'a 
point  négligé  cet  objet  dans  l'immensité  des  choses 
nouvelles  qu'il  a  observées  et  recueillies  en  Amérique 
avec  tant  de  sagacité,  de  constance  et  de  courage.  Il  a 
retrouvé  entre  les  tropiques  le  même  rapport  des 
naissances  des  garçons  à  celles  des  filles,  que  Ton  ob- 
serve à  Paris,  ce  qui  doit  faire  regarder  la  supério- 
rité des  naissances  masculines  comme  une  loi  géné- 
rale de  l'espèce  humaine.  Les  lois  que  suivent  à  cet 
égard  les  diverses  espèces  d'animaux,  me  paraissent 
dignes  de  l'attention  des  naturalistes. 

Le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des 
filles  différant  très  peu  de  l'unité,  des  nombres  même 
assez  grands  de  naissances,  observées  dans  un  lieu,  pour- 
raient offrir  à  cet  égard  un  résultat  contraire  à  la  loi  géné- 
rale, sans  que  Ton  fût  en  droit  d'en  conclure  que  cette 
loi  n'y  existe  pas.  Pour  tirer  cette  conséquence,  il  faut 
employer  de  très  grands  nombres,  et  s'assurer  qu'elle 
est  indiquée  avec  une  grande  probabilité.  Buffon  cite, 
par  exemple,  dans  son  Arithmétique  politique,  plu- 
sieurs communes  de  Bourgogne,  où  les  naissances 
des  filles  ont  surpassé  celles  des  garçons.  Parmi  ces 
communes,  celle  de  Carcelle-le-Grignon  présente  sur 
2009  naissances  pendant  cinq  années,  1026  filles  et 
983  garçons.  Quoique  ces  nombres  soient  considérables, 
cependant  ils  n'indiquent  une  plus  grande  possibilité 
dans  les  naissances  des  filles  qu'avec  la  probabilité^; 
et  cette  probabilité  plus  petite  que  celle  de  ne  pas  ame- 
ner croix  quatre  fois  de  suite,  au  jeu  de  croix  ou  pile, 
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n'est  pas  suffisante  pour  rechercher  la  cause  de  cette 
anomalie  qui,  selon  toute  vraisemblance,  disparaîtrait, 
si  l'on  suivait  pendant  un  siècle  les  naissances  dans 
cette  commune. 

Les  registres  des  naissances,  que  Ton  tient  avec 
soin  pour  assurer  l'état  des  citoyens,  peuvent  servir 
à  déterminer  la  population  d'un  grand  empire,  sans 
recourir  au  dénombrement  de  ses  habitants,  opération 
pénible  et  difficile  à  faire  avec  exactitude.  Mais  il 
faut  pour  cela  connaître  le  rapport  de  la  population 
aux  naissances  annuelles. 'Le  moyen  d'y  parvenir  le 
plus  précis  consiste  :  1°  à  choisir  dans  l'empire  les 
départements  distribués  d'une  manière  à  peu  près 
égale  sur  toute  sa  surface,  afin  de  rendre  le  résultat 
général  indépendant  des  circonstances  locales  ;  2°  à 
dénombrer  avec  soin,  pour  une  époque  donnée,  les 
habitants  de  plusieurs  communes  dans  chacun  de  ces 
départements;  3°  à  déterminer  par  le  relevé  des  nais- 
sances durant  plusieurs  années,  qui  précèdent  et  sui- 
vent cette  époque,  le  nombre  moyen  correspondant 
des  naissances  annuelles.  Ce  nombre,  divisé  par  celui 
des  habitants,  donnera  le  rapport  des  naissances  an- 
nuelles à  la  population  d'une  manière  d'autant  plus 
sûre,  que  le  dénombrement  sera  plus  considérable.  Le 
gouvernement,  convaincu  de  l'utilité  d'un  semblable 
dénombrement,  a  bien  voulu  en  ordonner  l'exécution  à 
ma  prière.  Dans  trente  départements  répandus  égale- 
ment sur  toute  la  France,  on  a  fait  choix  des  communes 
qui  pouvaient  fournir  les  renseignements  les  plus  pré- 
cis. Leurs  dénombrements  ont  donné  2.037.615  indi- 
vidus pour  la  somme  totale  de  leurs  habitants  au 
23  septembre  1802.    Le  relevé  des  naissances  dans  ces 
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communes  pendant  les  années  1800,,    1801  et  1802,  a 
donné 


NAISSANCES 

110.312  garçons. 
105.287  filles. 


MARIAGES 

46.037. 


103.659  hommes. 
99.443  femmes. 


Le  rapport  de  la  population  aux  naissances  annuelles 
est  donc  28  ^j—  :  il  est  plus  grand  qu'on  ne  l'avait 
estimé  jusqu'ici.  En  multipliant  par  ce  rapport  le  nom- 
bre des  naissances  annuelles  en  France,  on  aura  la 
population  de  ce  royaume.  Mais  quelle  est  la  probabi- 
lité que  la  population  ainsi  déterminée  ne  s'écartera 
pas  de  la  véritable,  au-delà  d'une  limite  donnée?  En 
résolvant  ce  problème,  et  appliquant  à  sa  solution  les 
données  précédentes,  j'ai  trouvé  que  le  nombre  des 
naissances  annuelles  en  France  étant  supposé  d'un  mil- 
lion, ce  qui  porte  sa  population  à  28.352.845  habitants, 
il  y  a  près  de  trois  cent  mille  à  parier  contre  un  que 
l'erreur  de  ce  résultat  n'est  pas  d'un  demi-million. 

Le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des 
filles,  qu'offre  le  relevé  précédent,  est  celui  de  22  à  21  ; 
et  les  mariages  sont  aux  naissances  comme  trois  est 
à  quatorze. 

A  Paris,  les  baptêmes  des  enfants  des  deux  sexes  s'é- 
cartent un  peu  du  rapport  de  22  à  21.  Depuis  1745,  épo- 
que à  laquelle  on  a  commencé  à  distinguer  les  sexes  sur 
les  registres  des  naissances,  jusqu'à  la  fin  de  1784,  on 
a  baptisé,  dans  cette  capitale,  393.386  garçons  et  377.555 
filles.  Le  rapport  de  ces  deux  nombres  est  à  peu  près 
celui  de  25  à  24  ;  il  paraît  donc  qu'à  Paris,  une  cause  par- 
ticulière rapproche  de  l'égalité  les  baptêmes  des  deux 
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sexes.  Si  Ton  applique  à  cet  objet  le  calcul  des  proba- 
bilités on  trouve  qu'il  y  a  238  à  parier  contre  un  en 
faveur  de  l'existence  de  cette  cause,  ce,qui  suffît  pour 
en  autoriser  la  recherche.  En  y  rélléchissant,  il  m'a 
paru  que  la  différence  observée  tient  à  ce  que  les  pa- 
rents de  la  campagne  et  des  provinces,  trouvant  quelque 
avantage  à  retenir  près  d'eux  les  garçons,  en  avaient 
envoyé  à  l'Hospice  des  Enfants-Trouvés  de  Paris  moins 
relativement  aux  filles,  que  suivant  le  rapport  des  nais- 
sances des  deux  sexes.  C'est  ce  que  le  relevé  des  re- 
gistres de  cet  hospice  m'a  prouvé.  Depuis  le  com- 
mencement de  1745  jusqu'à  la  fin  de  1809,  il  y  est 
entré  163.499  garçons  et  159.405  filles.  Le  premier  de 
ces  nombres  n'excède  que  d'un  trente-huitième  le  se- 
cond, qu'il  aurait  dû  surpasser  au  moins  d'un  vingt-qua- 
trième. Ce  qui  confirme  l'existence  de  la  cause  assignée, 
c'est  qu'en  n'ayant  point  égard  aux  enfants  trouvés,  le 
rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles 
est,  à  Paris,  celui  de  22  à  21. 

Les  résultats  précédents  supposent  que  l'on  peut 
assimiler  les  naissances  aux  tirages  des  boules  d'une 
urne,  qui  renferme  une  infinité  de  boules  blanches  et 
de  boules  noires  mêlées  de  manière  qu'à  chaque  tirage 
les  chances  de  sortie  soient  les  mêmes  pour  chaque 
boule;  mais  il  est  possible  que  les  variations  des 
mêmes  saisons  dans  les  diverses  années  aient  quelque 
influence  sur  le  rapport  annuel  des  naissances  des 
garçons  à  celles  des  filles.  Le  Bureau  des  Longitudes 
de  France  publie  chaque  année,  dans  son  Annuaire, 
le  tableau  du  mouvement  annuel  de  la  population 
du  royaume.  Les  tableaux  déjà  publiés  commencent  à 
1817  :  dans  cette  année  et  dans  les  cinq  suivantes,  il  est 
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ié  2.962.361  garçons  et  2.781.997  filles,  ce  qui  donne  à 
ort  peu  près  ^  pour  le  rapport  des  naissances  des  gar- 
dons à  celles  des  filles.  Les  rapports  de  chaque  année 
s'éloignent  peu  de  ce  résultat  moyen  :  le  plus  petit  rap- 
port est  celui  de  1822,  où  il  n'a  été  que  ~;  le  plus  grand 
est  de  Tannée  1817,  où  il  a  égalé  j|.  Ces  rapports 
s'écartent  sensiblement  du  rapport  |f  trouvé  ci-dessus. 
En  appliquant  à  cet  écart  l'analyse  des  probabilités, 
dans  l'hypothèse  de  l'assimilation  des  naissances  aux 
tirages  des  boules  d'une  urne,  on  trouve  qu'il  serait 
^rès  peu  probable.  Il  paraît  donc  indiquer  que  cette 
hypothèse,  quoique  fort  approchée,  n'est  pas  rigoureu- 
sement exacte.  Dans  le  nombre  des  naissances  que 
nous  venons  d'énoncer,  il  y  a  en  enfants  naturels 
200.494  garçons  et  190.698  filles.  Le  rapport  des 
naissances  masculines  et  féminines  a  donc  été  à  leur 
égard  §,  plus  petit  que  le  rapport  moyen  j|.  Ce  résul- 
tat est  dans  le  même  sens  que  celui  des  naissances  des 
enfants  trouvés,  et  il  semble  prouver  que  dans  la  classe 
des  enfants  naturels  les  naissances  des  deux  sexes 
approchent  plus  d'être  égales  que  dans  la  classe  des 
enfants  légitimes.  La  différence  des  climats  du  nord  au 
midi  de  la  France  ne  paraît  pas  influer  sensiblement 
sur  le  rapport  des  naissances  des  garçons  et  des  filles. 
Les  trente  départements  les  plus  méridionaux  ont 
donné  jj?  pour  ce  rapport,  comme  pour  la  France 
entière. 

La  constance  de  la  supériorité  des  naissances  des 
garçons  sur  celles  des  filles  à  Paris  et  à  Londres, 
depuis  qu'on  les  observe,  a  paru  à  quelques  savants 
être  une  preuve  de  la  providence,  sans  laquelle  ils  ont 
pensé  que  les  causes  irrégulières,  qui   troublent   sans 
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cesse  la  marche  des  événements,  auraient  dû  plusieurs 
fois  rendre  les  naissances  annuelles  des  filles  supé- 
rieures à  celles  des  garçons. 

Mais  cette  preuve  est  un  nouvel  exemple  de  l'abus 
que  l'on  a  fait  si  souvent  des  causes  finales  qui  dispa- 
raissent toujours  par  un  examen  approfondi  des  ques- 
tions, lorsqu'on  a  les  données  nécessaires  pour  les 
résoudre.  La  constance  dont  il  s'agit  est  un  résultat  des 
causes  régulières  qui  donnent  la  supériorité  aux  nais- 
sances des  garçons,  et  qui  l'emportent  sur  les  anoma- 
lies dues  au  hasard,  lorsque  le  nombre  des  naissances 
annuelles  est  considérable.  La  recherche  de  la  proba- 
bilité que  cette  constance  se  maintiendra  pendant  un 
long  espace  de  temps,  appartient  à  cette  branche  de| 
l'Analyse  des  hasards  qui  remonte  des  événements  pas- 
sés à  la  probabilité  des  événements  futurs;  et  il  en 
résulte  qu'en  partant  des  naissances  observées  depuis 
4745  jusqu'en  1784,  il  y  a  près  de  quatre  à  parier 
contre  un,  qu'à  Paris  les  naissances  annuelles  des  gar- 
çons surpasseront  constamment  pendant  un  siècle  les 
naissances  des  filles;  il  n'y  a  donc  aucune  raison  de 
s'étonner  que  cela  ait  eu  lieu  pendant  un  demi-siècle. 

Donnons  encore  un  exemple  du  développement  des 
rapports  constants  que  les  événements  présentent,  à 
mesure  qu'ils  se  multiplient.  Concevons  une  série 
d'urnes  disposées  circulairement  et  renfermant  cha- 
cune un  très  grand  nombre  de  boules  blanches  et  de 
boules  noires  :  les  rapports  des  boules  blanches  aux 
noires,  dans  ces  urnes,  pouvant  être  très  différents  à 
l'origine,  et  tels,  par  exemple,  que  Tune  de  ces  urnes 
ne  renferme  que  des  boules  blanches,  tandis  qu'une 
autre  ne  contient  que  des  boules  noires.  Si  Ton  tire 


ESSAI    PHILOSOPHIQUE   SUR    LES    PROBABILITÉS  67* 

une  boule  de  la  première  urne,  pour  la  mettre  dans  la 
seconde;  qu'après  avoir  agité  cette  seconde  urne,  afin 
de  bien  mêler  la  boule  ajoutée  avec  les  autres,  on  en 
tire  une  boule  pour  la  mettre  dans  la  troisième  urne,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  urne  dont  on  extrait 
une  boule   pour   la   mettre   dans   la  première  ;  et  que 
l'on  recommence  indéfiniment  cette  série  de    tirages  ; 
l'Analyse  des  probabilités  nous  montre  que  les  rapports 
des  boules  blanches  aux  noires,  dans  ces  urnes,  finiront 
par  être  les  mêmes  et  égaux  au  rapport  de  la  somme 
de  toutes  les  boules  blanches  à  la  somme  de  toutes  les 
boules  noires  contenues  dans  les  urnes.  Ainsi  par  ce 
mode    régulier   de   changement,    l'irrégularité    primi- 
tive de    ces  rapports  disparaît  à  la   longue   pour  faire 
place  à  l'ordre  le  plus  simple.  Maintenant,  si  entre  ces 
urnes  on  en  intercale  de  nouvelles,  dans  lesquelles  le 
rapport  de  la  somme  des   boules  blanches  à  la  somme 
des  boules  noires  qu'elles  contiennent  diffère  du  pré- 
cédent; en  continuant  indéfiniment,  sur  l'ensemble  de 
ces  urnes,  les  extractions  que  nous  venons  d'indiquer, 
l'ordre    simple   établi  dans    les  anciennes    urnes  sera 
d'abord  troublé,  et   les  rapports  des   boules   blanches 
aux  boules   noires   deviendront  irréguliers;  mais   peu 
à  peu  cette  irrégularité  disparaîtra  pour  faire  place  à 
un  nouvel   ordre    qui  sera  enfin  celui  de  l'égalité  des 
rapports  des  boules  blanches  aux  boules  noires  conte- 
nues dans   les   urnes.   On   peut    étendre  ces   résultats 
à  toutes  les  combinaisons  de  la  nature,  dans  lesquelles 
les  forces  constantes,  dont  leurs  éléments  sont  animés, 
établissent   des    modes    réguliers  d'action,    propres    à 
faire  éclore  du  sein  même  du  chaos  des  systèmes  régis 
par  des  lois  admirables. 
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Les  phénomènes  qui  semblent  le  plus  dépendre  du 
hasard,  présentent  donc  en  se  multipliant  une  ten- 
dance à  se  rapprocher  sans  cesse  de  rapports  fixes;  de 
manière  que  si  l'on  conçoit  de  part  et  d'autre  de 
chacun  de  ces  rapports  un  intervalle  aussi  petit  que 
l'on  voudra,  la  probabilité  que  le  résultat  moyen  des 
observations  tombe  dans  cet  intervalle,  finira  par  ne 
différer  de  la  certitude  que  d'une  quantité  au-dessous 
de  toute  grandeur  assignable.  On  peut  ainsi  par  le 
calcul  des  probabilités,  appliqué  à  un  grand  nombre 
d'observations,  reconnaître  l'existence  de  ces  rapports. 
Mais  avant  que  d'en  rechercher  les  causes,  il  est  néces- 
saire, pour  ne  point  s'égarer  dans  de  vaines  spécula- 
tions, de  s'assurer  qu'ils  sont  indiqués  avec  une  proba- 
bilité qui  ne  permet  point  de  les  regarder  comme  des 
anomalies  dues  au  hasard.  La  théorie  des  fonctions, 
génératrices  donne  une  expression  très  simple  de  cette 
probabilité,  que  l'on  obtient  en  intégrant  le  produit  de 
la  différentielle  de  la  quantité  dont  le  résultat  déduit 
d'un  grand  nombre  d'observations  s'écarte  de  la  vérité, 
par  une  constante  moindre  que  l'unité,  dépendante  de 
la  nature  du  problème,  et  élevée  à  une  puissance  dont 
l'exposant  est  le  rapport  du  carré  de  cet  écart  au 
nombre  des  observations.  L'intégrale  prise  entre  des 
limites  données^  et  divisée  par  la  même  intégrale 
étendue  à  l'infini  positif  et  négatif,  exprimera  la  proba- 
bilité que  l'écart  de  la  vérité  est  compris  entre  ces 
limites.  Telle  est  la  loi  générale  de  la  probabilité 
des  résultats  indiqués  par  un  grand  nombre  d'observa- 
tions. 
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Application  du  Calcul  des  Probabilités 
à  la  Philosophie  naturelle. 

Les  phénomènes  de  la  nature  sont,  le  plus  souvent, 
enveloppés  de  tant  de  circonstances  étrangères,  un  si 
grand  nombre  de  causes  perturbatrices  y  mêlent  leur 
influence,  qu'il  est  très  difficile  de  les  reconnaître.  On 
ne  peut  y  parvenir  qu'en  multipliant  les  observations 
ou  les  expériences,  afin  que  les  effets  étrangers  venant 
à  se  détruire  réciproquement,  les  résultats  moyens 
mettent  en  évidence  ces  phénomènes  et  leurs  éléments 
divers.  Plus  les  observations  sont  nombreuses,  et 
moins  elles  s'écartent  entre  elles,  plus  leurs  résultats 
approchent  de  la  vérité.  On  remplit  cette  dernière  con- 
dition par  le  choix  des  méthodes  d'observation,  par  la 
précision  des  instruments  et  par  le  soin  que  Ton  met 
à  bien  observer:  ensuite,  on  détermine  par  la  théorie 
des  probabilités  les  résultats  moyens  les  plus  avanta- 
geux, ou  ceux  qui  donnent  le  moins  de  prise  à  l'erreur. 
Mais  cela  ne  suffît  pas;  il  est  de  plus  nécessaire  d'ap- 
précier la  probabilité  que  les  erreurs  de  ces  résultats 
sont  comprises  dans  des  limites  données  :  sans  cela, 
on  n'a  qu'une  connaissance  imparfaite  du  degré  d'exac- 
titude obtenu.  Des  formules  propres  à  ces  objets 
sont  donc  un  vrai  perfectionnement  de  la  méthode  des 
sciences,  et  qu'il  est  bien  important  d'ajouter  à  cette 
méthode.  L'analyse  qu'elles  exigent  est  la  plus  déli- 
cate et  la  plus  difficile  de  la  théorie  des  probabilités  : 
c'est  un  des  principaux  objets  de  l'ouvrage  que  j'ai 
publié  sur  cette  théorie,  et  dans  lequel  je  suis  parvenu 
à  des  formules  de  ce  genre,  qui  ont  l'avantage   remar- 
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quable  d'être  indépendantes  de  la  loi  de  probabilité 
des  erreurs,  et  de  ne  renfermer  que  des  quantités  don- 
nées par  les  observations  mômes  et  par  leurs  expres- 
sions. 

Chaque  observation  a  pour  expression  analytique 
une  fonction  des  éléments  que  l'on  veut  déterminer,  et 
si  ces  éléments  sont  à  peu  près  connus,  cette  fonction 
devient  une  fonction  linéaire  de  leurs  corrections.  En 
l'égalant  à  l'observation  même,  on  forme  ce  qu'on 
nomme  équation  de  condition.  Si  l'on  a  un  grand 
nombre  d'équations  semblables,  on  les  combine  de 
manière  à  obtenir  autant  d'équations  finales  qu'il  y  a 
d'éléments,  dont  on  détermine  ensuite  les  corrections  en 
résolvant  ces  équations.  Mais  quelle  est  la  manière  la 
plus  avantageuse  de  combiner  les  équations  de  condi- 
tion, pour  obtenir  les  équations  finales  ?  Quelle  est  la  loi 
de  probabilité  des  erreurs,  dont  les  éléments  que  Ton 
en  tire  sont  encore  susceptibles?  c'est  ce  que  la  théorie 
des  probabilités  fait  connaître.  La  formation  d'une 
équation  finale  au  moyen  des  équations  de  condition, 
revient  à  multiplier  chacune  de  celles-ci  par  un  fac- 
teur indéterminé  et  à  réunir  ces  produits;  il  faut  donc 
choisir  le  système  de  facteurs,  qui  donne  la  plus 
petite  erreur  à  craindre.  Or  il  est  visible  que  si  l'on 
multiplie  les  erreurs  possibles  d'un  élément  par  leurs 
probabilités  respectives,  le  système  le  plus  avantageux 
sera  celui  dans  lequel  la  somme  de  ces  produits,  tous 
pris  positivement,  est  un  minimum)  car  une  erreur 
positive  ou  négative  doit  être  considérée  comme  une 
perte.  En  formant  donc  cette  somme  de  produits,  la 
condition  du  minimum  déterminera  le  système  de  fac- 
teurs qu'il  convient  d'adopter,  ou  le  système  le  plus 
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avantageux.  On  trouve  ainsi  que  ce  système  est  celui 
des  coefficients  des  éléments  dans  chaque  équation  de 
condition;  en  sorte  que  Ton  forme  une  première  équa- 
tion finale,  en  multipliant  respectivement  chaque  équa- 
tion de  condition  par  son  coefficient  du  premier 
élément,  et  en  réunissant  toutes  ces  équations  ainsi 
multipliées.  On  forme  une  seconde  équation  finale,  en 
employant  de  même  les  coefficients  du  second  élément, 
et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  les  éléments  et  les 
lois  des  phénomènes,  renfermés  dans  le  recueil  d'un 
grand  nombre  d'observations,  se  développent  avec  le 
plus  d'évidence. 

La  probabilité  des  erreurs  que  chaque  élément 
laisse  encore  à  craindre  est  proportionnelle  au  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  élevé  à 
une  puissance  égale  au  carré  de  l'erreur,  pris  en  moins, 
et  multiplié  par  un  coefficient  constant  qui  peut  être 
considéré  comme  le  module  de  la  probabilité  des 
erreurs;  parce  que  l'erreur  restant  la  même,  sa  proba- 
bilité décroît  avec  rapidité  quand  il  augmente,  en 
sorte  que  l'élément  obtenu  pèse,  si  je  puis  ainsi  dire, 
vers  la  vérité  d'autant  plus  que  ce  module  est  plus 
grand.  Je  nommerai  par  cette  raison  ce  module,  poids 
de  l'élément  ou  du  résultat.  Ce  poids  est  le  plus  grand 
possible  dans  le  système  de  facteurs  le  plus  avanta- 
geux, c'est  ce  qui  donne  à  ce  système  la  supériorité 
sur  les  autres.  Par  une  analogie  remarquable  de  ce 
poids  avec  ceux  des  corps  comparés  à  leur  centre 
commun  de  gravité,  il  arrive  que  si  un  même  élément 
est  donné  par  divers  systèmes,  composés  chacun  d'un 
grand  nombre  d'observations,  le  résultat  moyen  le 
plus  avantageux  de  leur  ensemble  est  la  somme   des 
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produits  de  chaque  résultat  partiel  par  son  poids, 
cette  somme  étant  divisée  par  celle  de  tous  les  poids. 
De  plus,  le  poids  total  du  résultat  des  divers  systèmes 
est  la  somme  de  leurs  poids  partiels;  en  sorte  que  la 
probabilité  des  erreurs  du  résultat  moyen  de  leur 
ensemble  est  proportionnelle  au  nombre  qui  a  l'unité 
pour  logarithme  hyperbolique,  élevé  à  une  puissance 
égale  au  carré  de  l'erreur,  pris  en  moins,  et  multiplié 
par  la  somme  de  tous  les  poids.  Chaque  poids  dépend, 
à  la  vérité,  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  de 
chaque  système,  et  presque  toujours  cette  loi  est  incon- 
nue; mais  je  suis  heureusement  parvenu  à  éliminer  le 
facteur  qui  la  renferme,  au  moyen  de  la  somme  des 
carrés  des  écarts  des  observations  du  système  de 
leur  résultat  moyen.  Il  serait  donc  à  désirer,  pour 
compléter  nos  connaissances  sur  les  résultats  obte- 
nus par  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'observations, 
qu'on  écrivît  à  côté  de  chaque  résultat  le  poids  qui 
lui  correspond  :  l'Analyse  fournit  pour  cet  objet  des 
méthodes  générales  et  simples.  Quand  on  a  ainsi 
obtenu  l'exponentielle  qui  représente  la  loi  de  proba- 
bilité des  erreurs,  on  aura  la  probabilité  que  l'erreur 
du  résultat  est  comprise  dans  des  limites  données,  en 
prenant  dans  ces  limites  l'intégrale  du  produit  de 
cette  exponentielle  par  la  différentielle  de  Terreur, 
et  en  la  multipliant  par  la  racine  carrée  du  poids  du 
résultat,  divisé  par  la  circonférence  dont  le  diamètre 
est  l'unité.  De  là  il  suit  que  pour  une  même  probabi- 
lité, les  erreurs  des  résultats  sont  réciproques  aux 
racines  carrées  de  leurs  poids,  ce  qui  peut  servir  à 
comparer  leurs  précisions  respectives. 

Pour  appliquer  cette  méthode  avec  succès,   il   faut 
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varier  les  circonstances  des  observations  ou  des  expé- 
riences, de  manière  à  éviter  les  causes  constantes  d'er- 
reur. 11  faut  que  les  observations  soient  nombreuses, 
et  qu'elles  le  soient  d'autant  plus  qu'il  y  a  plus  d'élé- 
ments à  déterminer,  car  le  poids  du  résultat  moyen 
croît  comme  le  nombre  des  observations,  divisé  par  le 
nombre  des  éléments.  Il  est  encore  nécessaire  que  les 
éléments  suivent,  dans  ces  observations,  une  marche 
différente  ;  car  si  la  marche  de  deux  éléments  était 
rigoureusement  la  même,  ce  qui  rendrait  leurs  coeffi- 
cients proportionnels  dans  les  équations  de  condition, 
ces  éléments  ne  formeraient  qu'une  seule  inconnue,  et 
il  serait  impossible  de  les  distinguer  par  ces  observa- 
tions. Enfin,  il  faut  que  les  observations  soient  pré- 
cises :  cette  condition,  la  première  de  toutes,  augmente 
beaucoup  le  poids  du  résultat,  dont  l'expression  a 
pour  diviseur  la  somme  des  carrés  des  écarts  des 
observations  de  ce  résultat.  Avec  ces  précautions,  on 
pourra  faire  usage  de  la  méthode  précédente,  et  mesu- 
rer le  degré  de  confiance  que  méritent  les  résultats 
déduits  d'un  grand  nombre  d'observations. 

La  règle  que  nous  venons  de  donner  pour  conclure 
des  équations  de  condition  les  équations  finales,  revient 
à  rendre  un  minimum  la  somme  des  carrés  des  erreurs 
des  observations;  car  chaque  équation  de  condition 
devient  rigoureuse,  en  y  substituant  l'observation  plus 
son  erreur;  et  si  Ton  en  tire  l'expression  de  cette 
erreur,  il  est  facile  de  voir  que  la  condition  du  mini- 
mum de  la  somme  des  carrés  de  ces  expressions  donne 
la  règle  dont  il  s'agit.  Cette  règle  est  d'autant  plus  pré- 
cise que  les  observations  sont  plus  nombreuses;  mais 
dans  le  cas  même  où  leur  nombre  est  petit,   il   paraît 
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naturel  d'employer  la  même  règle  qui,  dans  tous  les  cas, 
offre  un  moyen  simple  d'obtenir  sans  tâtonnement  les 
corrections  que  l'on  cherche  à  déterminer.  Elle  peut 
servir  encore  à  comparer  la  précision  de  diverses  tables 
astronomiques  d'un  même  astre.  Ces  tables  peuvent 
toujours  être  supposées  réduites  à  la  même  forme,  et 
alors  elles  ne  diffèrent  que  par  les  époques,  les  moyens 
mouvements  et  les  coefficients  des  arguments;  car  si 
Tune  d'elles  contient  un  argument  qui  ne  se  trouve 
point  dans  les  autres,  il  est  clair  que  cela  revient  à  sup- 
poser nul  dans  celles-ci  le  coefficient  de  cet  argument. 
Si,  maintenant,  on  rectifiait  ces  tables  par  la  totalité 
des  bonnes  observations,  elles  satisferaient  à  la  condi- 
tion que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  soit  un  mini- 
jniim;  les  tables  qui,  comparées  à  un  nombre  considé- 
rable d'observations,  approchent  le  plus  de  cette  condi- 
tion méritent  donc  la  préférence. 

C'est  principalement  dans  l'Astronomie  que  la  mé- 
thode exposée  ci-dessus  peut  être  employée  avec  avan- 
tage. Les  tables  astronomiques  doivent  l'exactitude 
vraiment  étonnante  qu'elles  ont  atteinte  à  la  précision 
des  observations  et  des  théories,  et  à  l'usage  des  équa- 
tions de  condition,  qui  font  concourir  un  grand  nombre 
d'excellentes  observations  à  la  correction  d'un  même 
élément.  Mais  il  restait  à  déterminer  la  probabilité  des 
erreurs  que  cette  correction  laisse  encore  à  craindre  : 
c'est  ce  que  la  méthode  que  je  viens  d'exposer  fait 
connaître.  Pour  en  donner  quelques  applications  inté- 
ressantes, j'ai  profité  de  l'immense  travail  que  M.  Bou- 
vard vient  de  terminer  sur  les  mouvements  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  dont  il  a  construit  des  tables  très  pré- 
cises. Il  a  discuté  avec   le  plus    grand  soin  les  opposi- 
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tions  et  les  quadratures  de  ces  deux  planètes,  observées 
par  Bradley  et  par  les  astronomes  qui  l'ont  suivi  jus- 
qu'à ces  dernières  années;  it  en  a  conclu  les  corrections 
des  éléments  de  leur  mouvement  et  leurs  masses  com- 
parées à  celle  du  soleil,  prise  pour  unité.  Ses  calculs 
lui  donnent  la  masse  de  Saturne  égale  à  la  3.512e  partie 
de  celle  du  soleil.  En  leur  appliquant  mes  formules  de 
probabilité,  je  trouve  qu'il  y  a  onze  mille  àparier  contre 
un,  que  l'erreur  de  ce  résultat  n'est  pas  un  centième  de 
sa  valeur,  ou,  ce  qui  revient  à  très  peu  près  au  même, 
qu'après  un  siècle  de  nouvelles  observations  ajoutées 
aux  précédentes,  et  discutées  de  la  même  manière,  le 
nouveau  résultat  ne  différera  pas  d'un  centième  de 
celui  de  M.  Bouvard.  Ce  savant  astronome  trouve 
encore  la  masse  de  Jupiter  égale  à  la  1.071e  partie  du 
soleil,  et  ma  méthode  de  probabilité  donne  un  million 
à  parier  contre  un,  que  ce  résultat  n'est  pas  d'un  cen- 
tième en  erreur. 

Cette  méthode  peut  être  encore  appliquée  avec  suc- 
cès aux  opérations  géodésiques.  On  détermine  la  lon- 
gueur d'un  grand  arc,  à  la  surface  de  la  terre,  par  une 
chaîne  de  triangles  qui  s'appuient  sur  une  base  mesu- 
rée avec  exactitude.  Mais  quelque  précision  que  Ton 
apporte  dans  la  mesure  des  angles,  les  erreurs  inévi- 
tables peuvent,  en  s'accumulant,  écarter  sensiblement 
de  la  vérité  la  valeur  de  l'arc  que  l'on  a  conclu  d'un 
grand  nombre  de  triangles.  On  ne  connaît  donc  qu'im- 
parfaitement cette  valeur,  si  l'on  ne  peut  pas  assi- 
gner la  probabilité  que  son  erreur  est  comprise  dans 
des  limites  données.  L'erreur  d'un  résultat  géodésique 
est  une  fonction  des  erreurs  des  angles  de  chaque 
triangle.  J'ai  donné,  dans  l'ouvrage   cité,  des  formules 
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générales  pour  avoir  la  probabilité  des  valeurs  d'une 
ou  de  plusieurs  fonctions  linéaires  d'un  grand  nombre 
d'erreurs  partielles  dont  on  connaît  la  loi  de  probabi- 
lité; on  peut  donc,  au  moyen  de  ces  formules,  déter- 
miner la  probabilité  que  l'erreur  d'un  résultat  géodé- 
sique  est  contenue  dans  des  limites  assignées,  quelle 
que  soit  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  partielles.  Il 
est  d'autant  plus  nécessaire  de  se  rendre  indépendant 
de  cette  loi,  que  les  lois  même  les  plus  simples  sont  tou- 
jours infiniment  peu  probables,  vu  le  nombre  infini 
de  celles  qui  peuvent  exister  dans  la  nature.  Mais  la 
loi  inconnue  des  erreurs  partielles  introduit  dans  les 
formules  une  indéterminée  qui  ne  permettrait  point 
de  les  réduire  en  nombres,  si  Ton  ne  parvenait  pas  à 
l'éliminer.  On  a  vu  que  dans  les  questions  astrono- 
miques, où  chaque  observation  fournit  une  équation  de 
condition  pour  avoir  les  éléments,  on  élimine  cette 
indéterminée  au  moyen  de  la  somme  des  carrés  des 
restes,  lorsqu'on  a  substitué  dans  chaque  équation  les 
valeurs  les  plus  probables  des  éléments.  Les  questions 
géodésiques  n'offrant  point  de  semblables  équations,  il 
faut  chercher  un  autre  moyen  d'élimination.  La  quan- 
tité dont  la  somme  des  angles  de  chaque  triangle 
observé  surpasse  deux  angles  droits  plus  l'excès  sphé- 
rique,  fournit  ce  moyen.  Ainsi  l'on  remplace  par  la 
somme  des  carrés  de  ces  quantités  la  somme  des  carrés 
des  restes  des  équations  de  condition,  et  l'on  peut  assi- 
gner en  nombres  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat 
final  d'une  suite  d'opérations  géodésiques  n'excède  pas 
une  quantité  donnée.  Mais  quelle  est  la  manière  la  plus 
avantageuse  de  répartir  entre  les  trois  angles  de  chaque 
triangle  la  somme  observée  de  leurs  erreurs?  L'analyse 
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des  probabilités  fait  voir  que  chaque  angle  doit  être 
diminué  du  tiers  de  cette  somme,  pour  que  le  poids 
d'un  résultat  géodésique  soit  le  plus  grand  qu'il  est 
possible,  ce  qui  rend  une  même  erreur  moins  pro- 
bable. H  y  a  donc  beaucoup  d'avantage  à  observer  les 
trois  angles  de  chaque  triangle  et  à  les  corriger  comme 
on  vient  de  le  dire.  Le  simple  bon  sens  fait  pressentir 
cet  avantage,  mais  le  calcul  des  probabilités  peut  seul 
l'apprécier  et  faire  voir  que  par  cette  correction  il 
devient  le  plus  grand  qu'il  est  possible. 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  de  la  valeur  d'un  grand 
arc  qui  s'appuie  sur  une  base  mesurée  à  l'une  de  ses 
extrémités,  on  mesure  une  seconde  base  vers  l'autre 
extrémité,  et  Ton  conclut  de  l'une  de  ces  bases  la  lon- 
gueur de  l'autre.  Si  cette  longueur  s'écarte  très  peu  de 
l'observation,  il  y  a  tout  lieu  de  croire  que  la  chaîne 
de  triangles  qui  unit  ces  bases  est  exacte  à  fort  peu 
près,  ainsi  que  la  valeur  du  grand  arc  qui  en  résulte. 
On  corrige  ensuite  cette  valeur,  en  modifiant  les  angles 
des  triangles,  de  manière  que  les  bases  calculées  s'ac- 
cordent avec  les  bases  mesurées.  Mais  cela  peut  se 
faire  d'une  infinité  de  manières,  parmi  lesquelles  on 
doit  préférer  celle  dont  le  résultat  géodésique  a  le  plus 
grand  poids,  puisque  la  même  erreur  devient  moins 
probable.  L'analyse  des  probabilités  donne  des  for- 
mules pour  avoir  directement  la  correction  la  plus 
avantageuse  qui  résulte  des  mesures  de  plusieurs  bases, 
et  les  lois  de  probabilité  que  fait  naître  la  multiplicité 
des  bases,  lois  qui  deviennent  plus  rapidement  décrois- 
santes par  cette  multiplicité. 

Généralement,  les  erreurs  des  résultats  déduits  d'un 
grand  nombre  d'observations  sont  des  fonctions  linéaires 
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des  erreurs  partielles  de  chaque  observation.  Les  coef- 
ficients de  ces  fonctions  dépendent  de  la  nature  du  pro- 
blème et  du  procédé  suivi  pour  obtenir  les  résultats. 
Le  procédé  le  plus  avantageux  est  évidemment  celui 
dans  lequel  une  même  erreur  dans  les  résultats  est 
moins  probable  que  suivant  tout  autre  procédé.  L'ap- 
plication du  calcul  des  Probabilités  à  la  Philosophie 
naturelle  consiste  donc  à  déterminer  analytiquement 
la  probabilité  des  valeurs  de  ces  fonctions  et  à  choisir 
leurs  coefficients  indéterminés,  de  manière  quela  loi  de 
cette  probabilité  soit  le  plus-  rapidement  décroissante. 
En  éliminant  ensuite  des  formules,  par  les  données 
de  la  question,  le  facteur  qu'introduit  la  loi  presque 
toujours  inconnue  de  la  probabilité  des  erreurs  par- 
tielles, on  pourra  évaluer  numériquement  la  proba- 
bilité que  les  erreurs  des  résultats  n'excèdent  pas  une 
quantité  donnée.  On  aura  ainsi  tout  ce  que  Ton  peut 
désirer  touchant  les  résultats  déduits  d'un  grand 
nombre  d'observations. 

On  peut  encore  obtenir  des  résultats  fort  approchés 
par  d'autres  considérations.  Supposons,  par  exemple, 
que  Ton  ait  mille  et  une  observations  d'une  même  gran- 
deur. La  moyenne  arithmétique  de  toutes  ces  obser- 
vations est  le  résultat  donné  par  la  méthode  la  plus 
avantageuse.  Mais  on  pourrait  choisir  le  résultat  d'après 
la  condition  que  la  somme  de  ses  écarts  de  chaque 
valeur  partielle,  pris  tous  positivement,  soit  un  mini* 
muni.  Il  paraît,  en  effet,  naturel  de  regarder  comme 
très  approché  le  résultat  qui  satisfait  à  cette  condition. 
Il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  dispose  les  valeurs  don- 
nées par  les  observations  suivant  l'ordre  de  grandeur, 
la  valeur  qui  occupera  le  milieu  remplira  la  condition 
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précédente,  et  le  calcul  fait  voir  que  dans  le  cas  d'un 
nombre  infini  d'observations,  elle  coïnciderait  avec  la 
vérité.  Mais  le  résultat  donné  par  la  méthode  la  plus 
avantageuse  est  encore  préférable. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  théorie  des  pro- 
babilités ne  laisse  rien  d'arbitraire  dans  la  manière  de 
répartir  les  erreurs  des  observations  :  elle  donne  pour 
cette  répartition  les  formules  les  plus  avantageuses, 
ou  qui  diminuent  le  plus  qu'il  est  possible  les  erreurs 
à  craindre  sur  les  résultats. 

La  considération  des  probabilités  peut  servir  à  dé- 
mêler les  petites  inégalités  des  mouvements  célestes, 
enveloppées  dans  les  erreurs  des  observations,  et  à  re- 
monter à  la  cause  des  anomalies  observées  dans  ces 
mouvements.  Ce  fut  en  comparant  entre  elles  toutes 
ses  observations,  que  Tycho-Brahé  reconnut  la  néces- 
sité d'appliquer  à  la  lune  une  équation  du  temps,  dif- 
férente de  celle  que  l'on  appliquait  au  soleil  et  aux 
planètes.  Ce  fut  pareillement  l'ensemble  d'un  grand 
nombre  d'observations,  qui  fit  connaître  à  Mayer  que 
le  coefficient  de  l'inégalité  de  la  précession  doit  être  un 
peu  diminué  pour  la  lune.  Mais  comme  cette  diminu- 
tion, quoique  confirmée  et  même  augmentée  par  Mason, 
ne  paraissait  pas  résulter  de  la  gravitation  universelle, 
la  plupart  des  astronomes  la  négligèrent  dans  leurs 
calculs.  Ayant  soumis  au  calcul  des  probabilités  un 
nombre  considérable  d'observations  lunaires,  choisies 
dans  cette  vue,  et  que  M.  Bouvard  voulut  bien  discu- 
ter à  ma  prière,  elle  me  parut  indiquée  avec  une  pro- 
babilité si  forte,  que  je  crus  devoir  en  rechercher  la 
cause.  Je  vis  bientôt  qu'elle  ne  pouvait  être  que  l'ellip- 
ticité  du  sphéroïde  terrestre,  négligée  jusqu'alors  dans 
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la  théorie  du  mouvement  lunaire,  comme  ne  devant  y 
produire  que  des  termes  insensibles.  J'en  conclus  que 
ces  termes  deviennent  sensibles  par  les  intégrations 
successives  des  équations  différentielles.  Je  détermi- 
nai donc  ces  termes  par  une  analyse  particulière,  et  je 
découvris  d'abord  l'inégalité  du  mouvement  lunaire  en 
latitude,  qui  est  proportionnelle  au  sinus  de  la  longi- 
tude de  la  lune,  et  qu'aucun  astronome  n'avait  encore 
soupçonnée.  Je  reconnus  ensuite,  au  moyen  de  cette 
inégalité,  qu'il  en  existe  une  autre  dans  le  mouvement 
lunaire  en  longitude,  qui  produit  la  diminution  obser- 
vée par  Mayer  dans  l'équation  de  la  précession,  appli- 
cable à  la  lune.  La  quantité  de  cette  diminution,  et  le 
coefficient  de  l'inégalité  précédente  en  latitude,  sonttrès 
propres  à  fixer  l'aplatissement  de  la  terre.  Ayant  fait 
part  de  mes  recherches  à  M.  Burg,  qui  s'occupait  alors 
à  perfectionner  les  tables  de  la  lune  par  la  comparaison 
de  toutes  les  bonnes  observations,  je  le  priai  de  déter- 
miner avec  un  soin  particulier  ces  deux  quantités.  Par 
un  accord  très  remarquable,  les  valeurs  qu'il  a  trouvées 
donnent  à  la  terre  le  même  aplatissement  3^,  aplatis- 
sement qui  diffère  peu  du  milieu  conclu  des  mesures 
des  degrés  du  méridien  et  du  pendule,  mais  qui,  vu 
l'influence  des  erreurs  des  observations  et  des  causes 
perturbatrices  sur  ces  mesures,  me  paraît  plus  exacte- 
ment déterminé  par  ces  inégalités  lunaires. 

Ce  fut  encore  par  la  considération  des  probabilités 
que  je  reconnus  la  cause  de  l'équation  séculaire  de  la 
lune.  Les  observations  modernes  de  cet  astre,  compa- 
rées aux  anciennes  éclipses,  avaient  indiqué  aux  astro- 
nomes une  accélération  dans  le  mouvement  lunaire; 
mais  les   géomètres,   et    particulièrement    Lagrange, 
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ayant  inutilement  cherché,  dans  les  perturbations  que 
ce  mouvement  éprouve,  les   termes  dont  cette  accélé- 
ration dépend,  ils  la  rejetèrent.  Un  examen  attentif  des 
observations   anciennes  et  modernes,   et  des    éclipses 
intermédiaires  observées  par  les  Arabes,    me  lit  voir 
qu'elle  était  indiquée  avec   une  grande   probabilité.   Je 
repris  alors  sous  ce  point  de  vue  la  théorie  lunaire,    et 
je  reconnus  que  l'équation  séculaire  delà  lune  est   due 
à  l'action  du  soleil  sur  ce  satellite,   combinée  avec    la 
variation  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbe  terrestre; 
ce  qui  me  fit  découvrir  les   équations    séculaires  des 
mouvements  des  nœuds  et  du  périgée  de   l'orbite   lu- 
naire, équations  qui  n'avaient  pas  même  été  soupçon- 
nées par  les  astronomes.   L'accord    très   remarquable 
de  cette  théorie  avec  toutes  les  observations  anciennes 
et  modernes,  l'a  portée  au  plus  haut  degré  d'évidence. 
Le  calcul  des  probabilités  m'a  conduit  pareillement 
à  la  cause  des   grandes   irrégularités  de  Jupiter  et  de 
Saturne.    En    comparant    les    observations    modernes 
aux   anciennes,    Ilalley   trouva   une   accélération  clans 
le  mouvement  de   Jupiter  et   un  ralentissement   dans 
celui   de   Saturne.    Pour  concilier  les  observations,   il 
assujettit  ces  mouvements  à  deux  équations  séculaires 
le  signes  contraires    et  croissantes  comme  les  carrés 
les    temps   écoulés   depuis    1700.    Euler   et   Lagrange 
soumirent  à    l'Analyse  les  altérations  que  devait  pro- 
luire dans  ces   mouvements  l'attraction   mutuelle  des 
leux  planètes.    Ils    y    trouvèrent  des   équations  sécu- 
aires;   mais   leurs  résultats   étaient  si  différents,   que 
un  d'eux  au  moins  devait  être  erroné.   Je  me   déter- 
ninai  donc   à  reprendre  ce  problème   important  de  la 
lécanique   céleste,  et  je   reconnus  l'invariabilité    des 
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moyens  mouvements  planétaires;  ce  qui  fit  disparaître 
les    équations  séculaires    introduites   par   Ilalley  dans 
les  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne.   11  ne  restait  ainsi, 
pour  expliquer  les  grandes  irrégularités  de  ces  planètes, 
que  les  attractions  des  comètes    auxquelles  plusieurs 
astronomes  eurent  effectivement  recours,  ou  l'existence 
d'une  inégalité    à   longue   période,   produite   dans   les 
mouvements  des  deux  planètes   par   leur   action  réci- 
proque, et  affectée  de    signes   contraires  pour  chacune 
d'elles.  Un  théorème  que  je  trouvai  sur  les  inégalités 
de  ce  genre,  me  rendit  cette  inégalité  très  vraisem- 
blable.   Suivant    ce   théorème,    si    le    mouvement   de 
Jupiter  s'accélère,  celui  de    Saturne  se  ralentit,  ce  qui 
est  déjà  conforme  à  ce  que  Halley  avait  remarqué;  de 
plus,    l'accélération  de    Jupiter,    résultante    du  même  I 
théorème,  est  au  ralentissement  de  Saturne  à  très  peu 
près  dans  le  rapport  des  équations  séculaires  proposées 
par  Halley.  En  considérant  les  moyens  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  il  me  fut  aisé  de  reconnaître  que 
deux    fois  celui  de  Jupiter  ne  diffère  que  d'une  très 
petite    quantité   de    cinq    fois    celui    de    Saturne.    La 
période  d'une  inégalité  qui  aurait  pour  argument   cette 
différence,    serait  d'environ   neuf   siècles.  A  la  vérité, 
son  coefficient  serait  de  l'ordre  des  cubes  des  excentri- 
cités des  orbites;  mais  je  savais  qu'en  vertu  des  inté- 
grations successives,  il  acquiert  pour  diviseur  le  carré 
du  très  petit  multiplicateur  du  temps   dans  l'argument 
de  cette  inégalité,   ce   qui  peut  lui  donner  une  grande i 
valeur  ;   l'existence  de   cette  inégalité  me    parut  donc 
très  probable.  La  remarque  suivante  accrut  encore  sa 
probabilité.    En    supposant    son    argument   nul,    vers 
l'époque  des  observations  de  Tycho-Brahé,  je  vis    que 
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Halley  avait  dû  trouver,  par  la  comparaison  des  obser- 
vations modernes  aux  anciennes,  les  altérations  qu'il 
avait  indiquées;  tandis  que  la  comparaison  des  obser- 
vations modernes  entre  elles,  devait  offrir  des  alté- 
rations contraires  et  pareilles  à  celles  que  Lambert 
avait  conclues  de  cette  comparaison.  Je  n'hésitai  donc 
point  à  entreprendre  le  calcul  long  et  pénible,  néces- 
saire pour  m'assurer  de  l'existence  de  cette  inégalité. 
Elle  fut  entièrement  confirmée  par  le  résultat  de  ce 
calcul  qui,  de  plus,  me  fit  connaître  un  grand  nombre 
d'autres  inégalités  dont  l'ensemble  a  porté  les  tables  de 
Jupiter  et  de  Saturne  à  la  précision  des  observations 
mêmes. 

Ce  fut  encore  au  moyen  du  calcul  des  probabilités 
que  je  reconnus  la  loi  remarquable  des  mouvements 
moyens  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter,  suivant 
laquelle  la  longitude  moyenne  du  premier,  moins  trois 
fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième, 
est  rigoureusement  égale  à  la  demi-circonférence.  L'ap- 
proximation avec  laquelle  les  moyens  mouvements  de 
ces  astres  satisfont  à  cette  loi  depuis  leur  décou- 
verte, indiquait  son  existence  avec  une  vraisemblance 
extrême;  j'en  cherchai  donc  la  cause  dans  leur  action 
mutuelle.  L'examen  approfondi  de  cette  action  me  fit 
voir  qu'il  a  suffi  qu'à  l'origine  les  rapports  de  leurs 
moyens  mouvements  aient  approché  de  cette  loi,  dans 
certaines  limites,  pour  que  leur  action  mutuelle  l'ait 
établie  et  la  maintienne  en  rigueur.  Ainsi  ces  trois 
corps  se  balanceront  éternellement  dans  l'espace,  sui- 
vant la  loi  précédente,  à  moins  que  des  causes  étran- 
gères, telles  que  les  comètes,  ne  viennent  changer  brus- 
quement leurs  mouvements  autour  de  Jupiter. 
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On  voit  par  là,  combien  il  faut  être  attentif  aux  indi- 
cations de  la  nature,  lorsqu'elles  sont  le  résultat  d'un 
grand  nombre  d'observations,  quoique  d'ailleurs  elles 
soient  inexplicables  par  les  moyens  connus.  L'extrême 
difficulté  des  problèmes  relatifs  au  système  du  monde, 
a  forcé  les  géomètres  de  recourir  à  des  approximations 
qui  laissent  toujours  à  craindre  que  les  quantités  né- 
gligées n'aient  une  influence  sensible.  Lorsqu'ils  ont 
été  avertis  de  cette  influence  par  les  observations,  ils 
sont  revenus  sur  leur  analyse  :  en  la  rectifiant,  ils  ont 
toujours  retrouvé  la  cause  dès  anomalies  observées;  ils 
en  ont  déterminé  les  lois,  et  souvent  ils  ont  devancé 
l'observation,  en  découvrant  des  inégalités  qu'elle 
n'avait  pas  encore  indiquées.  Ainsi  l'on  peut  dire  que 
la  nature  elle-même  a  concouru  à  la  perfection  ana- 
lytique des  théories  fondées  sur  le  principe  de  la  pesan- 
teur universelle,  et  c'est,  à  mon  sens,  une  des  plus 
fortes  preuves  de  la  vérité  de  ce   principe  admirable. 

Dans  les  cas  que  je  viens  de  considérer,  la  solution 
analytique  des  questions  a  converti  la  probabilité  des 
causes  en  certitude.  Mais  le  plus  souvent  cette  solu- 
tion est  impossible,  et  il  ne  reste  qu'à  augmenter  de 
plus  en  plus  cette  probabilité.  Au  milieu  des  nom- 
breuses et  incalculables  modifications  que  l'action  des 
causes  reçoit  alors  des  circonstances  étrangères,  ces 
causes  conservent  toujours  avec  les  effets  observés  des 
rapports  propres  à  les  faire  reconnaître  et  à  vérifier 
leur  existence.  En  déterminant  ces  rapports  et  en  les 
comparant  avec  un  grand  nombre  d'observations,  si 
l'on  trouve  qu'ils  y  satisfont  constamment,  la  probabi- 
lité des  causes  pourra  s'en  accroître  au  point  d'égaler 
celle   des  faits  sur   lesquels    on   ne  se    permet   aucun 
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doute.  La  recherche  de  ces  rapports  des  causes  à  leurs 
effets  n'est  pas  moins  utile  dans  la  philosophie  natu- 
relle que  la  solution  directe  des  problèmes,  soit  pour 
vérifier  la  réalité  de  ces  causes,  soit  pour  déterminer 
les  lois  de  leurs  effets  ;  pouvant  être  employée  dans  un 
grand  nombre  de  questions  dont  la  solution  directe 
n'est  pas  possible,  elle  la  remplace  de  la  manière  la 
plus  avantageuse.  Je  vais  exposer  ici  l'application  que 
j'en  ai  faite  à  l'un  des  plus  intéressants  phénomènes  de 
la  nature,  au  flux  et  au  reflux  de  la  mer. 

Pline  le  naturaliste  a  donné  de  ce  phénomène  une 
description  remarquable  par  son  exactitude,  et  dans 
laquelle  on  voit  que  les  anciens  avaient  observé  que 
les  marées  de  chaque  mois  sont  les  plus  grandes  vers 
les  syzygies,  et  les  plus  petites  vers  les  quadratures  ; 
qu'elles  sont  plus  hautes  dans  le  périgée  que  dans  l'a- 
pogée de  la  lune,  et  dans  les  équinoxes  que  dans  les  sol- 
stices. Ils  en  avaient  conclu  que  ce  phénomène  est  dû 
à  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  mer.  Dans  la 
préface  de  son  ouvrage  De  Stella  Martis,  Kepler  admit 
une  tendance  des  eaux  de  la  mer  vers  la  lune;  mais 
ignorant  la  loi  de  cette  tendance,  il  ne  put  donner  sur 
cet  objet  qu'un  aperçu  vraisemblable.  Newton  con- 
vertit en  certitude  la  probabilité  de  cet  aperçu,  en  le 
rattachant  à  son  grand  principe  de  la  pesanteur  univer- 
selle. Il  donna  l'expression  exacte  des  forces  attrac- 
tives qui  produisent  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  et 
pour  en  déterminer  les  effets  il  supposa  que  la  mer 
prend  à  chaque  instant  la  figure  d'équilibre  qui  convient 
à  ces  forces.  Il  expliqua  de  cette  manière  les  principaux 
phénomènes  des  marées,  mais  il  savait  de  cette  théo- 
rie que  dans  nos  ports  les  deux  marées  du  même  jour 
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seraient  fort  inégales,  lorsque  le  soleil  et  la  lune 
auraient  une  grande  déclinaison.  A  Brest,  par  exemple, 
la  marée  du  soir  serait,  dans  les  syzygies  des  solstices, 
environ  huit  fois  plus  grande  que  la  marée  du  matin, 
ce  qui  est  entièrement  contraire  aux  observations  qui 
prouvent  que  ces  deux  marées  sont  à  fort  peu  près 
égales.  Ce  résultat  de  la  théorie  newtonienne  pouvait 
tenir  à  la  supposition  que  la  mer  parvient  à  chaque 
instant  à  la  figure  d'équilibre,  supposition  qui  n'est  pas 
admissible.  Mais  la  recherche  de  la  vraie  figure  de  la 
mer  présentait  de  grandes  dificultés.  Aidé  par  les  décou- 
vertes que  les  géomètres  venaient  de  faire  sur  la  théo- 
rie du  mouvement  des  fluides  et  sur  le  calcul  aux  diffé- 
rences partielles,  j'entrepris  cette  recherche  et  je 
donnai  les  équations  différentielles  du  mouvement  de 
la  mer,  en  supposant  qu'elle  recouvre  la  terre  entière. 
En  me  rapprochant  ainsi  de  la  nature,  j'eus  la  satisfac- 
tion de  voir  que  mes  résultats  se  rapprochaient  des 
observations,  surtout  à  l'égard  du  peu  de  différence  qui 
existe  dans  nos  ports  entre  les  deux  marées  syzygies 
solsticiales  d'un  même  jour.  Je  trouvai  qu'elles  seraient 
égales,  si  la  mer  avait  partout  la  même  profondeur;  je 
trouvai  encore  qu'en  donnant  à  cette  profondeur  des 
valeurs  convenables,  on  pouvait  augmenter  la  hauteur 
des  marées  dans  un  port,  conformément  aux  observa- 
tions. Mais  ces  recherches,  malgré  leur  généralité, 
ne  satisfaisaient  point  aux  grandes  différences  que 
présentent,  à  cet  égard,  des  ports  même  très  voisins, 
et  qui  prouvent  l'influence  de  circonstances  locales. 
L'impossibilité  de  connaître  ces  circonstances  et  Tir- 
régularité  du  bassin  des  mers,  et  celle  d'intégrer  les 
équations  aux  différences  partielles  qui  y  sont  relatives, 
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m'a  forcé  d'y  suppléer  par  la  méthode  que  j'ai  ci-des- 
sus indiquée.  J'ai  donc  cherché  à  déterminer  le  plus  de 
rapports,  qu'il  est  possible,  entre  les  forces  qui  solli- 
citent toutes  les  molécules  de  la  mer  et  leurs  effets  ob- 
servables dans  nos  ports.  Pour  cela  j'ai  fait  usage  du 
principe  suivant,  qui  peut  s'appliquer  à  beaucoup 
d'autres  phénomènes. 

«  L'état  d'un  système  de  corps,  dans  lequel  les  con- 
ditions primitives  du  mouvement  ont  disparu  par  les 
résistances  que  ce  mouvement  éprouve,  est  périodique 
comme  les  forces  qui  l'animent.  » 

En  combinant  ce  principe  avec  celui  de  la  coexis- 
tence des  oscillations  très  petites,  je  suis  parvenu  à 
une  expression  de  la  hauteur  des  marées,  dont  les  ar- 
bitraires comprennent  l'effet  des  circonstances  locales 
de  chaque  port,  et  sont  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible  :  il  ne  s'agissait  plus  que  de  la  comparer  à  un 
grand  nombre  d'observations. 

Sur  l'invitation  de  l'Académie  des  Sciences,  on  fit  à 
Brest,  au  commencement  du  dernier  siècle,  des  obser- 
vations des  marées,  qui  furent  continuées  pendant  les 
six  années  consécutives.  La  situation  de  ce  port  est  très 
favorable  à  ce  genre  d'observations  :  il  communique 
avec  la  mer  par  un  canal  qui  aboutit  à  une  rade  fort 
vaste,  au  fond  de  laquelle  le  port  a  été  construit.  Les 
irrégularités  de  la  mer  parviennent  ainsi  'dans  ce  port 
très  affaiblies,  à  peu  près  comme  les  oscillations,  que 
le  mouvement  irrégulier  d'un  vaisseau  produit  dans  le 
baromètre,  sont  atténuées  par  un  étranglement  fait 
au  tube  de  cet  instrument.  D'ailleurs  les  marées  étant 
considérables  à  Brest,  les  variations  accidentelles 
causées  par  les  vents  n'en  sont  qu'une  faible  partie  : 
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aussi  Ton  remarque  dans  les  observations  de  ces  ma- 
rées, pour  peu  qu'on  les  multiplie,  une  grande  régula- 
rité qui  me  fit  proposer  au  gouvernement  d'ordonner 
dans  ce  port  une  nouvelle  suite  d'observations  des 
marées,  continuée  pendant  une  période  du  mouvement 
des  nœuds  de  l'orbite  lunaire.  C'est  ce  que  Ton  a 
entrepris.  Ces  observations  datent  du  1er  juin  de 
l'année  1806,  et  depuis  cette  époque  elles  ont  été 
faites,  chaque  jour,  sans  interruption.  Je  dois  au  zèle 
infatigable  de  M.  Bouvard,  pour  tout  ce  qui  intéresse 
l'Astronomie,  les  calculs  immenses  que  la  comparaison 
de  mon  analyse  avec  les  observations  a  exigés.  H  y  a 
employé  près  de  six  mille  observations  faites  pendant 
l'année  1807  et  les  quinze  années  suivantes.  Il  résulte 
de  cette  comparaison  que  mes  formules  représentent 
avec  une  précision  remarquable  toutes  les  variétés 
des  marées,  relatives  à  l'élongation  de  la  lune  au  soleil, 
aux  déclinaisons  de  ces  astres,  à  leurs  distances  à  la 
terre  et  aux  lois  de  variation  près  du  maximum  et  du 
minimum  de  chacun  de  ces  éléments.  Il  résulte  de  cet 
accord  une  probabilité  que  le  flux  et  le  reflux  de  la 
mer  est  dû  à  l'attraction  du  soleil  et  de  la  lune,  si 
approchante  de  la  certitude  qu'elle  ne  doit  laisser  lieu 
à  aucun  doute  raisonnable.  Elle  se  change  en  certitude, 
quand  on  considère  que  cette  attraction  dérive  de  la  loi 
de  la  pesanteur  universelle,  démontrée  par  tous  les 
phénomènes  célestes. 

L'action  de  la  lune  sur  la  mer  est  plus  que  double 
de  celle  du  soleil.  Newton  et  ses  successeurs  n'avaient 
eu  égard,  dans  le  développement  de  cette  action,  qu'aux 
termes  divisés  par  le  cube  de  la  distance  de  la  lune  à  la 
terre,  jugeant  que  les  effets  dus  aux  termes  suivants 
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devaient  être  insensibles.  Mais  lecalcul  des  probabilités 
fait  voir  que  les  plus  petits  effets  des  causes  régulières 
peuvent  se  manifester  dans  les  résultats  d'un  très  grand 
nombre  d'observations,  disposées  dans  l'ordre  le  plus 
propre  à  les  indiquer.  Ce  calcul  détermine  encore  leur 
probabilité,  et  jusqu'à  quel  point  il  faut  multiplier  les 
observations  pour  la  rendre  fort  grande.  En  l'appli- 
quant aux  nombreuses  observations  discutées  par 
M.  Bouvard,  j'ai  reconnu  qu'à  Brest  l'action  de  la  lune 
sur  la  mer  est  plus  grande  dans  les  pleines  lunes  que 
dans  les  nouvelles  lunes,  et  lorsque  la  lune  est  australe, 
que  lorsqu'elle  est  boréale,  phénomènes  qui  ne  peuvent 
résulter  que  des  termes  de  l'action  lunaire,  divisés  par 
la  quatrième  puissance  de  la  distance  de  la  lune  à  la 
terre. 

Pour  arriver  à  l'Océan,  l'action  du  soleil  et  de  la 
lune  traverse  l'atmosphère,  qui  doit  par  conséquent  en 
éprouver  l'influence  et  être  assujettie  à  des  mouve- 
ments semblables  à  ceux  de  la  mer.  Ces  mouvements 
produisent  dans  le  baromètre  des  oscillations  pério- 
diques. L'analyse  m'a  fait  voir  qu'elles  sont  insensibles 
dans  nos  climats.  Mais  comme  les  circonstances  locales 
accroissent  considérablement  les  marées  dans  nos 
ports,  j'ai  recherché  si  des  circonstances  pareilles  ont 
rendu  sensibles  ces  oscillations  du  baromètre.  Pour 
cela,  j'ai  fait  usage  des  observations  météorologiques 
que  l'on  lait,  chaque  jour,  depuis  plusieurs  années  à 
l'Observatoire  royal.  Les  hauteurs  du  baromètre  et  du 
thermomètre  y  sont  observées  à  neuf  heures  du  matin, 
à  midi,  à  trois  heures  et  à  onze  heures  du  soir. 
M.  Bouvard  a  bien  voulu  relever  sur  ses  registres  les 
observations  des  huit  années  écoulées  depuis  le  1er  oc- 
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tobre  1815  jusqu'au  1er  octobre  1823.  En  disposant 
ces  observations  de  la  manière  la  plus  propre  à  indi- 
quer le  flux  lunaire  atmosphérique  à  Paris,  je  ne 
trouve  qu'un  dix-huitième  de  millimètre  pour  l'étendue 
de  l'oscillation  correspondante  du  baromètre.  C'est  ici 
surtout  que  se  fait  sentir  la  nécessité  d'une  méthode 
pour  déterminer  la  probabilité  d'un  résultat,  méthode 
sans  laquelle  on  est  exposé  à  présenter  comme  lois  de 
la  nature,  les  effets  des  causes  irrégulières,  ce  qui  est 
arrivé  souvent  en  Météorologie.  Cette  méthode  appli- 
quée au  résultat  précédent  en  montre  l'incertitude, 
malgré  le  grand  nombre  d'observations  employées, 
qu'il  faudrait  décupler  pour  obtenir  un  résultat  suffi- 
samment probable. 

Le  principe  qui  sert  de  base  à  ma  théorie  des  marées 
peut  s'étendre  à  tous  les  effets  du  hasard,  auquel  se 
joignent  des  causes  variables  suivant  des  lois  régu- 
lières. L'action  de  ces  causes  produit,  dans  les  résultats 
moyens  d'un  grand  nombre  d'effets,  des  variétés  qui 
suivent  les  mêmes  lois  et  que  l'on  peut  reconnaître 
par  l'analyse  des  probabilités.  A  mesure  que  les  effets 
se  multiplient,  ces  variétés  se  manifestent  avec  une 
probabilité  toujours  croissante  qui  se  confondrait  avec 
la  certitude,  si  le  nombre  de  ces  effets  devenait  infini. 
Ce  théorème  est  analogue  à  celui  que  j'ai  développé 
précédemment  sur  l'action  des  causes  constantes. 
Toutes  les  fois  donc  qu'une  cause,  dont  la  marche  est 
régulière,  peut  influer  sur  un  genre  d'événements, 
nous  pouvons  chercher  à  reconnaître  son  influence,  en 
multipliant  les  observations  et  en  les  disposant  dans 
l'ordre  le  plus  propre  à  l'indiquer.  Quand  cette  in- 
fluence paraît  se  manifester,   1  analyse  des  probabilités 
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détermine  la  probabilité  de  son  existence  et  celle  de 
son  intensité.  Ainsi  la  variation  de  la  température  du 
jour  à  la  nuit  pouvant  modifier  la  pression  de  l'atmos- 
phère et  par  conséquent  les  hauteurs  du  baromètre, 
il  est  naturel  de  penser  que  des  observations  multipliées 
de  ces  hauteurs  doivent  manifester  l'influence  de  la 
chaleur  solaire.  En  effet,  on  a  reconnu  depuis  long- 
temps à  l'équateur,  où  cette  influence  paraît  être  la  plus 
grande,  une  petite  variation  diurne  dans  la  hauteur  du 
baromètre,  dont  le  maximum  a  lieu  vers  neuf  heures 
du  matin  et  le  minimum  vers  trois  heures  du  soir.  Un 
second  maximum  a  lieu  vers  onze  heures  du  soir,  et  le 
second  minimum  vers  quatre  heures  du  matin.  Les 
oscillations  de  la  nuit  sont  moindres  que  celles  du  jour, 
dont  l'étendue  est  d'environ  deux  millimètres.  L'in- 
constance de  nos  climats  n'a  point  dérobé  cette  varia- 
tion à  nos  observateurs,  quoiqu'elle  y  soit  moins  sen- 
sible qu'entre  les  tropiques.  M.  Ramond  l'a  reconnue 
et  déterminée  àClermont,  chef-lieu  du  département  du 
Puy-de-Dôme,  par  une  suite  d'observations  précises, 
faites  pendant  plusieurs  années;  il  a  même  trouvé 
qu'elle  est  plus  petite  dans  les  mois  d'hiver  que  dans 
les  autres  mois.  Les  nombreuses  observations  que  j'ai 
discutées,  pour  reconnaître  l'influence  des  attractions 
du  soleil  et  de  la  lune  sur  les  hauteurs  barométriques  à 
Paris,  m'ont  servi  à  déterminer  leur  variation  diurne. 
En  comparant  les  hauteurs  de  neuf  heures  du  matin  à 
celles  des  mêmes  jours  à  trois  heures  du  soir,  cette 
variation  s'y  manifeste  avec  une  telle  évidence  que  sa 
valeur  moyenne  de  chaque  mois  a  été  constamment 
positive  pour  chacun  des  72  mois,  écoulés  depuis  le 
1er  janvier    4817  jusqu'au  1er  janvier  1823  :  sa   valeur 
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moyenne  dans  ces  72  mois  a  été  à  fort  peu  près  huit 
dixièmes  de  millimètre,  un  peu  plus  petite  qu'à 
Glermont  et  beaucoup  moindre  qu'à  l'équateur.  J'ai 
reconnu  que  le  résultat  moyen  des  variations  diurnes 
du  baromètre,  de  neuf  heures  du  matin  à  trois  heures 
du  soir,  n'a  été  que  de  0m,  5428  dans  les  trois  mois  de 
novembre,  décembre  et  janvier,  et  qu'il  s'est  élevé  à 
lm,0563  dans  les  trois  mois  suivants,  ce  qui  coïncide 
avec  les  observations  de  M.  Ramond.  Les  autres  mois 
ne  m'ont  offert  rien  de  semblable. 

Pour  appliquer  à  ce  phénomène  le  calcul  des  proba- 
bilités, j'ai  commencé  par  déterminer  la  loi  de  proba- 
bilité des  anomalies  de  la  variation  diurne  dues  au 
hasard.  En  l'appliquant  ensuite  aux  observations  de 
ce  phénomène,  j'ai  trouvé  qu'il  y  a  plus  de  trois  cent 
mille  à  parier  contre  un  qu'une  cause  régulière  le 
produit.  Je  ne  cherche  point  à  déterminer  cette  cause  : 
je  me  borne  à  constater  son  existence.  La  période  de  la 
variation  diurne,  réglée  sur  le  jour  solaire,  indique 
évidemment  que  cette  variation  est  due  à  l'action  du 
soleil.  L'extrême  petitesse  de  l'action  attractive  du 
soleil  sur  l'atmosphère  est  prouvée  par  la  petitesse  des 
effets  dus  aux  attractions  réunies  du  soleil  et  de  la  lune. 
C'est  donc  par  l'action  de  sa  chaleur  que  le  soleil 
produit  la  variation  diurne  du  baromètre,  mais  il  est 
impossible  de  soumettre  au  calcul  les  effets  de  cette 
action  sur  la  hauteur  du  baromètre  et  sur  les  vents. 

La  variation  diurne  de  l'aiguille  aimantée  est  certai- 
nement un  effet  de  Faction  du  soleil.  Mais  cet  astre 
agit-il  ici,  comme  dans  la  variation  diurne  du  baro- 
mètre, par  sa  chaleur,  ou  par  son  influence  sur  l'élec- 
tricité et  sur  le  magnétisme,  ou  enfin  par  la  réunion  de 
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ces  influences?  c'est  ce  qu'une  longue  suite  d  observa- 
tions faites  dans  divers  pays  pourra  nous  apprendre. 

L'un  des  phénomènes  les  plus  remarquables  du  sys- 
tème du  monde,  est  celui  de  tous  les  mouvements  de 
rotation  et  de  révolution  des  planètes  et  des  satellites, 
dans  le  sens  de  la  rotation  du  soleil,  et  à  peu  près  dans 
le  plan  de  son  équateur.  Un  phénomène  aussi  remar- 
quable n'est  point  l'effet  du  hasard  :  il  indique  une  cause 
générale  qui  a  déterminé  tous  ces  mouvements.  Pour 
avoir  la  probabilité  avec  laquelle  cette  cause  est  indi- 
quée, nous  observerons  que  le  système  planétaire,  tel  que 
nous  le  connaissons  aujourd'hui,  est  composé  de  onze 
planètes  et  de  dix-huit  satellites,  du  moins  si  l'on  attri- 
bue, avec  Herschel,  six  satellites  à  la  plan'ète  Uranus. 
On  a  reconnu  les  mouvements  de  rotation  du  soleil,  de 
six  planètes,  de  la  lune,  des  satellites  de  Jupiter,  de 
l'anneau  de  Saturne  et  d'un  de  ses  satellites.  Ces  mou- 
vements forment  avec  ceux  de  révolution  un  ensemble 
de  quarante-trois  mouvements  dirigés  dans  le  même 
sens;  or  on  trouve  par  l'analyse  des  probabilités  qu'il 
y  a  plus  de  quatre  mille  milliards  à  parier  contre  un, 
que  cette  disposition  n'est  pas  l'effet  du  hasard,  ce  qui 
forme  une  probabilité  bien  supérieure  à  celle  des  évé- 
nements historiques  sur  lesquels  on  ne  se  permet  aucun 
doute.  Nous  devons  donc  croire,  au  moins  avec  la  même 
confiance,  qu'une  cause  primitive  a  dirigé  les  mou- 
vements planétaires,  surtout  si  nous  considérons  que 
l'inclinaison  du  plus  grand  nombre  de  ces  mouvements 
à  l'équateur  solaire  est  fort  petite. 

Un  autre  phénomène  également  remarquable  du  sys- 
tème solaire  est  le  peu  d'excentricité  des  orbes  des  pla- 
nètes et  des   satellites,    tandis  que  ceux  des   comètes 
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sont  très  allongés  :  les  orbes  de  ce  système  n'offrant 
point  de  nuances  intermédiaires  entre  une  grande  et 
une  petite  excentricité.  Nous  sommes  encore  forcés  de 
reconnaître  ici  l'effet  d'une  cause  régulière  :  le  hasard 
n'eût  point  donné  une  forme  presque  circulaire  aux 
orbes  de  toutes  les  planètes  et  de  leurs  satellites;  il 
est  donc  nécessaire  que  la  cause  qui  a  déterminé  les 
mouvements  de  ces  corps,  les  ait  rendus  presque  circu- 
laires. Il  faut  encore  que  les  grandes  excentricités  des 
orbes  des  comètes  résultent  de  l'existence  de  cette 
cause,  sans  qu'elle  ait  influé  sur  les  directions  de  leurs 
mouvements  ;  car  on  trouve  qu'il  y  a  presque  autant  de 
comètes  rétrogrades  que  de  comètes  directes,  et  que 
l'inclinaison  moyenne  de  tous  leurs  orbes  à  l'écliptique 
approche  très  près  d'un  demi-angle  droit,  comme  cela 
doit  être  si  ces  corps  ont  été  lancés  au  hasard. 

Quelle  que  soit  la  nature  de  la  cause  dont  il  s'agit, 
puisqu'elle  a  produit  ou  dirigé  les  mouvements  des  pla- 
nètes, il  faut  qu'elle  ait  embrassé  tous  ces  corps;  et  vu 
les  distances  qui  les  séparent,  elle  ne  peut  avoir  été 
qu'un  fluide  d'une  immense  étendue:  pour  leur  avoir 
donné  dans  le  même  sens  un  mouvement  presque  cir- 
culaire autour  du  soleil,  il  faut  que  ce  fluide  ait  envi- 
ronné cet  astre  comme  une  atmosphère.  La  considéra- 
tion des  mouvements  planétaires  nous  conduit  donc  à 
penser  qu'en  vertu  d'une  chaleur  excessive,  l'atmos- 
phère du  soleil  s'est  primitivement  étendue  au-delà  des 
orbes  de  toutes  les  planètes,  et  qu'elle  s'est  resserrée 
successivement  jusqu'à  ses  limites  actuelles. 

Dans  l'état  primitif  où  nous  supposons  le  soleil, 
il  ressemblait  aux  nébuleuses  que  le  télescope  nous 
montre  composées  d'un  noyau   plus  ou  moins  brillant, 
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entouré  d'une  nébulosité  qui,  en  se  condensant  à  la  sur- 
face du  noyau,  doit  le  transformer,  un  jour,  en  étoile. 
Si  l'on  conçoit  par  analogie  toutes  les  étoiles  formées 
de  cette  manière,  on  peut  imaginer  leur  état  antérieur 
de  nébulosité,  précédé  lui-même  par  d'autres  états  dans 
lesquels  la  matière  nébuleuse  était  de  plus  en  plus  dif- 
fuse, le  noyau  étant  de  moins  en  moins  lumineux  et 
dense.  On  arrive  ainsi,  en  remontant  aussi  loin  qu'il  est 
possible,  à  une  nébulosité  tellement  diffuse,  que  Ton 
pourrait  à  peine  en  soupçonner  l'existence. 

Tel  est,  en  effet,  le  premier  état  des  nébuleuses  que 
Herschel  a  observées,  avec  un  soin  particulier,  au 
moyen  de  ses  puissants  télescopes,  et  dans  lesquelles 
il  a  suivi  les  progrès  de  la  condensation,  non  sur  une 
seule,  ces  progrès  ne  pouvant  devenir  sensibles  pour 
nous  qu'après  des  siècles,  mais  sur  leur  ensemble;  à 
peu  près  comme  on  peut,  dans  une  vaste  forêt,  suivre 
l'accroissement  des  arbres  sur  les  individus  de  divers 
âges  qu'elle  renferme.  Il  a  d'abord  observé  la  matière 
nébuleuse  répandue  en  amas  divers  dans  les  diffé- 
rentes parties  du  ciel  dont  elle  occupe  une  grande 
étendue.  Il  a  vu,  dans  quelques-uns  de  ces  amas,  cette 
matière  faiblement  condensée  autour  d'un  ou  de  plu- 
sieurs noyaux  peu  brillants.  Dans  d'autres  nébuleuses, 
ces  noyaux  brillent  davantage  relativement  à  la  nébu- 
losité qui  les  environne.  Les  atmosphères  de  chaque 
noyau  venant  à  se  séparer  par  une  condensation  ulté- 
rieure, il  en  résulte  des  nébuleuses  multiples  formées 
de  noyaux  brillants  très  voisins  et  environnés,  chacun, 
d'une  atmosphère  :  quelquefois  la  matière  nébuleuse, 
en  se  condensant  d'une  manière  uniforme,  a  produit  les 
nébuleuses  que  l'on  nomme  planétaires.  Enfin,  un  plus 


%  LES    MAITRES    DE    LA    PENSEE    SCIENTIFIQUE 

grand  degré  de  condensation  transforme  toutes  ces  né- 
buleuses en  étoiles.  Les  nébuleuses,  classées  d'après 
cette  vue  philosophique,  indiquent  avec  une  extrême 
vraisemblance  leur  transformation  future  en  étoiles 
et  Tétat  antérieur  de  nébulosité  des  étoiles  existantes. 
Les  considérations  suivantes  viennent  à  l'appui  des 
preuves  tirées  de  ces  analogies. 

Depuis  longtemps  la  disposition  particulière  de 
quelques  étoiles  visibles  à  la  vue  simple  a  frappé  des 
observateurs  philosophes.  Mitchel  a  déjà  remarqué  com- 
bien il  est  peu  probable  que  les  étoiles  des  Pléiades,  par 
exemple,  aient  été  resserrées  dans  l'espace  étroit  qui 
les  renferme  par  les  seules  chances  du  hasard,  et  il  en 
a  conclu  que  ce  groupe  d'étoiles,  et  les  groupes  sem- 
blables que  le  ciel  nous  présente,  sont  les  effets  d'une 
cause  primitive  ou  d'une  loi  générale  de  la  nature.  Ces 
groupes  sont  un  résultat  nécessaire  de  la  condensation 
des  nébuleuses  à  plusieurs  noyaux;  car  il  est  visible 
que,  la  matière  nébuleuse  étant  sans  cesse  attirée  par 
ces  noyaux  divers,  ils  doivent  former  à  la  longue  un 
groupe-  d'étoiles,  pareil  à  celui  des  Pléiades.  La  con- 
densation des  nébuleuses  à  deux  noyaux  forme  sembla- 
blement  des  étoiles  très  rapprochées  tournant  l'une 
autour  de  l'autre,  pareilles  à  celles  dont  Herschel  a  déjà 
considéré  les  mouvements  respectifs.  Telles  sont  encore 
la  soixante-unième  du  Cygne  et  sa  suivante,  dans  les- 
quelles Bessel  vient  de  reconnaître  des  mouvements 
propres,  si  considérables  et  si  peu  différents,  que  la 
proximité  de  ces  astres  entre  eux,  et  leur  mouvement 
autour  de  leur  centre  commun  de  gravité,  ne  doivent 
laisser  aucun  doute.  Ainsi,  l'on  descend  par  les  pro- 
grès de  condensation  de  la  matière   nébuleuse  à  la  con- 
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sidération  du  soleil  environné  autrefois  d'une  vaste 
atmosphère,  considération  à  laquelle  on  remonte, 
comme  on  Ta  vu,  par  l'examen  des  phénomènes  du 
système  solaire.  Une  rencontre  aussi  remarquable 
donne  à  l'existence  de  cet  état  antérieur  du  soleil  une 
probabilité  fort  approchante  de  la  certitude. 

Mais  comment  l'atmosphère  solaire  a-t-elle  déter- 
miné les  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  des 
planètes  et  des  satellites?  Si  ces  corps  avaient  pénétré 
profondément  dans  cette  atmosphère,  «a  résistance  les 
aurait  fait  tomber  sur  le  soleil;  on  est  donc  conduit  à 
croire,  avec  beaucoup  de  vraisemblance,  que  les  pla- 
nètes ont  été  formées  aux  limites  successives  de  l'atmos- 
phère solaire  qui,  en  se  resserrant  par  le  refroidisse- 
ment, a  dû  abandonner  dans  le  plan  de  son  équateur 
des  zones  de  vapeurs  que  l'attraction  mutuelle  de  leurs 
molécules  a  changées  en  divers  sphéroïdes.  Les  satel- 
lites ont  été  pareillement  formés  par  les  atmosphères 
de  leurs  planètes  respectives. 

J'ai  développé  avec  étendue,  dans  mon  Exposition 
du  Système  du  monde,  cette  hypothèse  qui  me  paraît 
satisfaire  à  tous  les  phénomènes  que  ce  système  nous 
présente.  Je  me  bornerai  ici  à  considérer  que  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  du  soleil  et  des  planètes  s'étant 
accélérée  par  la  condensation  successive  de  leurs  at- 
mosphères à  leurs  surfaces,  elle  doit  surpasser  la  vitesse 
angulaire  de  révolution  des  corps  les  plus  voisins  qui 
circulent  autour  d'eux.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'obser- 
vation confirme  à  l'égard  des  planètes  et  des  satellites, 
et  même  par  rapport  à  l'anneau  de  Saturne  dont  la  du- 
rée de  révolution  est  0j,438,  tandis  que  la  durée  de  rota- 
tion de  Saturne  est  0j,427. 

i.  —  7 
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Dans  cette  hypothèse,  les  comètes  sont  étrangères 
au  système  planétaire.  En  attachant  leur  formation  à 
celle  des  nébuleuses,  on  peut  les  regarder  comme  de 
petites  nébuleuses  à  noyaux,  errantes  de  systèmes  en 
systèmes  solaires,  et  formées  parla  condensation  de  la 
matière  nébuleuse  répandue  avec  tant  de  profusion  dans 
l'univers.  Les  comètes  seraient  ainsi  par  rapport  à  notre 
système,  ce  que  les  aérolithes  sont  relativement  à  la 
terre,  à  laquelle  ils  paraissent  étrangers.  Lorsque  ces 
astres  deviennent  visibles  pour  nous,  ils  offrent  une 
ressemblance  si  parfaite  avec  les  nébuleuses,  qu'on  les 
confond  souvent  avec  elles  ;  et  ce  n'est  que  par  leur 
mouvement,  ou  par  la  connaissance  de  toutes  les  nébu- 
leuses renfermées  dans  la  partie  du  ciel  où  ils  se  mon- 
trent, qu'on  parvient  à  les  en  distinguer.  Cette  suppo- 
sition explique  d'une  manière  heureuse  la  grande 
extension  que  prennent  les  têtes  et  les  queues  des  co- 
mètes, à  mesure  qu'elles  approchent  du  soleil,  et 
l'extrême  rareté  de  ces  queues  qui,  malgré  leur  im- 
mense profondeur,  n'affaiblissent  point  sensiblement 
l'éclat  des  étoiles  que  l'on  voit  à  travers. 

Lorsque  de  petites  nébuleuses  parviennent  dans  la 
partie  de  l'espace  où  l'attraction  du  soleil  est  prédomi- 
nante, et  que  nous  nommerons  sphère  d'activité  de  cet 
astre,  il  les  force  à  décrire  des  orbes  elliptiques  ou 
hyperboliques.  Mais  leur  vitesse  étant  également  pos- 
sible suivant  toutes  les  directions,  elles  doivent  se  mou- 
voir indifféremment  dans  tous  les  sens  et  sous  toutes 
les  inclinaisons  à  Técliptique,  ce  qui  est  conforme  à  ce 
que  l'on  observe. 

La  grande  excentricité  des  orbes  cométaires  résulte 
encore  de  l'hypothèse  précédente.  En  effet,  si  ces  orbes 
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sont  elliptiques,  ils  sont  très  allongés,  puisque  leurs 
grands  axes  sont  au  moins  égaux  au  rayon  de  la  sphère 
d'activité  du  soleil.  Mais  ces  orbes  peuvent  être  hyper- 
boliques, et  si  les  axes  de  ces  hyperboles  ne  sont  pas 
très  grands  par  rapport  à  la  moyenne  distance  du  so- 
leil à  la  terre,  le  mouvement  des  comètes  qui  les  dé- 
crivent paraîtra sensiblementhyperbolique.  Cependant, 
sur  cent  comètes  dont  on  a  déjà  les  éléments,  aucune 
n'a  paru  certainement  se  mouvoir  dans  une  hyperbole; 
il  faut  donc  que  les  chances  qui  donnent  une  hyperpole 
sensible  soient  extrêmement  rares  par  rapport  aux 
chances  contraires. 

Les  comètes  sont  si  petites  que,  pour  devenir  visibles, 
leur  distance  périhélie  doit  être  peu  considérable. 
Jusqu'à  présent  cette  distance  n'a  surpassé  que  deux 
fois  le  diamètre  de  l'orbe  terrestre,  et  le  plus  souvent 
elle  a  été  au-dessous  du  rayon  de  cet  orbe.  On  conçoit 
que  pour  approcher  si  près  du  soleil,  leur  vitesse  au 
moment  de  leur  entrée  dans  sa  sphère  d'activité  doit 
avoir  une  grandeur  et  une  direction  comprises  dans 
d'étroites  limites.  En  déterminant  par  l'analyse  des  pro- 
(  habilités  le  rapport  des  chances  qui  dans  ces  limites 
donnent  une  hyperbole  sensible,  aux  chances  qui  don- 
nent un  orbe  que  l'on  puisse  confondre  avec  une  para- 
bole, j'ai  trouvé  qu'il  y  a  six  mille  au  moins  à  parier 
contre  l'unité,  qu'une  nébuleuse  qui  pénètre  dans  la 
sphère  d'activité  du  soleil,  de  manière  à  pouvoir  être 
observée,  décrira  ou  une  ellipse  très  allongée,  ou,  une 
hyperbole,  qui  parla  grandeur  de  son  axe  se  confondra 
sensiblement  avec  une  parabole  dans  la  partie  que  l'on 
observe  ;  il  n'est  donc  pas  surprenant  que  jusqu'ici  l'on 
n'ait  point  reconnu  de  mouvements  hyperboliques. 

/ 
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L'attraction  des  planètes,  et  peut-être  encore  la  résis- 
tance des  milieux  éthérés,  a  dû  changer  plusieurs  orbes 
cométaires  dans  des  ellipses  dont  le  grand  axe  est 
moindre  que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité  du  soleil, 
ce  qui  augmente  les  chances  des  orbes  elliptiques.  On 
peut  croire  que  ce  changement  a  eu  lieu  pour  la  comète 
de  1759  et  pour  la  comète  dont  la  période  n'est  que  de 
douze  cents  jours,  et  qui  reparaîtra  sans  cesse  dans 
ce  court  intervalle,  à  moins  que  l'évaporation  qu'elle 
éprouve  à  chacun  de  ses  retours  au  périhélie  ne  finisse 
par  la  rendre  invisible. 

On  peut  encore,  par  l'analyse  des  probabilités,  véri- 
fier l'existence  ou  l'influence  de  certaines  causes  dont 
on  a  cru  remarquer  l'action  sur  les  êtres  organisés.  De 
tous  les  instruments  que  nous  pouvons  employer  pour 
connaître  les  agents  imperceptibles  de  la  nature,  les 
plus  sensibles  sont  les  nerfs,  surtout  lorsque  des  causes 
particulières  exaltent  leur  sensibilité.  C'est  par  leur 
moyen  qu'on  a  découvert  la  faible  électricité  que  déve- 
loppe le  contact  de  deux  métaux  hétérogènes,  ce  qui 
a  ouvert  un  champ  vaste  aux  recherches  des  physiciens 
et  des  chimistes.  Les  phénomènes  singuliers  qui  résul-  ! 
tent  de  l'extrême  sensibilité  des  nerfs  dans  quelques 
individus,  ont  donné  naissance  à  diverses  opinions  sur 
l'existence  d'un  nouvel  agent  que  Ton  a  nommé  magné- 
tisme animal,  sur  l'action  du  magnétisme  ordinaire,  et 
sur  l'influence  du  soleil  et  de  la  lune  dans  quelques 
affections  nerveuses,  enfin  sur  les  impressions  que 
peut  faire  éprouver  la  proximité  des  métaux  ou  d'une 
eau  courante.  Il  est  naturel  de  penser  que  l'action  de  ces 
causes  est  très  faible,  et  qu'elle  peut  être  facilement 
troublée   par  des   circonstances   accidentelles;   ainsi, 
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parce  que  dans  quelques  cas  elle  ne  s'est  point  mani- 
festée, on  ne  doit  pas  rejeter  son  existence.  Nous 
sommes  si  loin  de  connaître  tous  les  agents  de  la 
nature  et  leurs  divers  modes  d'action,  qu'il  serait  peu 
philosophique  de  nier  les  phénomènes,  uniquement 
parce  qu'ils  sont  inexplicables  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances.  Seulement,  nous  devons  les  examiner 
avec  une  attention  d'autant  plus  scrupuleuse,  qu'il 
paraît  plus  difficile  de  les  admettre;  et  c'est  ici  que 
le  calcul  des  probabilités  devient  indispensable,  pour 
déterminer  jusqu'à  quel  point  il  faut  multiplier  les 
observations  ou  les  expériences,  afin  d'obtenir  en  fa- 
veur des  agents  qu'elles  indiquent  une  probabilité 
supérieure  aux  raisons  que  Ton  peut  avoir  d'ailleurs, 
de  ne  pas  les  admettre. 

Le  calcul  des  probabilités  peut  faire  apprécier  les 
avantages  et  les  inconvénients  des  méthodes  employées 
dans  les  sciences  conjecturales.  Ainsi,  pour  recon- 
naître le  meilleur  des  traitements  en  usage  dans  la 
guérison  d'une  maladie,  il  suffit  d'éprouver  chacun 
d'eux  sur  un  même  nombre  de  malades,  en  rendant 
toutes  les  circonstances  parfaitement  semblables  :  la 
supériorité  du  traitement  le  plus  avantageux  se  mani- 
festera de  plus  en  plus,  à  mesure  que  ce  nombre  s'ac- 
croîtra; et  le  calcul  fera  connaître  la  probabilité  cor- 
respondante de  son  avantage,  et  du  rapport  suivant 
lequel  il  est  supérieur  aux  autres. 

Fin  du  premier  Volume 
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